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و طراحی ساختار و معماری آن ۲۵ سال به طول انجامیده است...

مقدمه مؤلفان

برنده هیچ مسابقه رالی

در پیچ اول مشخص نخواهد شد!

اما بعض یها همان اول م یبازند...

در این کتاب منتظر تس تهای غیراستاندارد و خارج از چارچوب کنکور نباشید.

برای این کتاب خلاقیت در  دلیل نا مگذاری عنوان 
+

 IQ
طراحی ساختار و شیوه متمایز آموزش آن است...

!

مطالعه این کتاب برای تمامی دان شآموزان در هر سطحی لازم و کافیست.
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08ترکیب دو شرطی
گفته می‌شود و  ، ترکیب دو شرطی  ( ) ( )p q q p⇒ ∧ ⇒ گزارۀ شرطی و عکس آن یعنی  به ترکیب عطفی هر 

« نشان داده می‌شود و به صورت‌های زیر خوانده می‌شود: p q⇔ به صورت »
p q⇔⇔qp

ددد

دنن

ندن

نند

کافی برای q است.� p 3 شرط لازم و             q گر گر و تنها ا p 2 ا گر p آن‌گاه q و برعکس.              1 ا

گزارۀ p و q هم ارزش باشند. یعنی هر دو درست یا هر دو   که دو   ارزش ترکیب دو شرطی زمانی درست است 

نادرست باشند. در غیر این صورت ارزش آن نادرست است.

    T 
گزارۀ دو شرطی همیشه درست را قضیۀ دو شرطی می‌نامند.  

a و برعکس. b c2 2 2= +  اگر مثلثی قائم‌الزاویه باشد آنگاه

q p p q⇔ ≡ ⇔ گزاره است.� که هم ارز با خود  را عکس آن می‌نامند  q p⇔ گزارۀ گزارۀ دو شرطی باشد، آن‌گاه  p یک  q⇔ گر  ا

« ............ است. 2 3 2 3>> ⇔⇔−− <<−− گزارۀ مرکب »  1 ارزش 

B نادرست A درست	

« ............ است. a b== گر گر و تنها ا ا a∈∈{b} ،b و a 2 ارزش گزارۀ مرکب »به‌ازای هر 

B نادرست A درست	

pاز نظر ارزشی ............ است. T⇔⇔  3 ترکیب دو شرطی

p گزارۀ B هم ارز با  A همواره درست	

گزاره‌ها، ............ است. pاز نظر ارزش  F⇔⇔  4 ترکیب دو شرطی

  p گزارۀ B هم ارز با  A همواره نادرست	

گزاره با ارزش ............ است. Tیک  F⇔⇔  5 ترکیب دوشرطی

B درست A نادرست	

دارای ارزش ............ است. p p⇔⇔  6 ترکیب دو شرطی

B همواره نادرست 	p معادل با A

1 A 2 A 3 B 4 B 5 A 6 B

گزاره‌های زیر درست است؟  کدام یک از  گزاره‌هایی دلخواه باشند. در این صورت   rو q گزاره‌ای نادرست و  pگر  33  ا

 ( q) ( )p p r∧ ⇔ ∧ )4 	 ( q) ( )p p r∨ ⇔ ∨ )3 	 ( q) ( ) p p q∨ ⇔ ∨ )2 	 ( q) ( ) p p q∧ ⇔ ∧ )1

گزاره‌های زیر نادرست است؟ کدام‌یک از  p) نادرست باشد،  )∧∧ ⇒⇒q r گر  34 ا

( ) ( )p r q r⇒ ⇔ ⇒ )4 	( ) ( )p r q r∧ ⇔ ∨ )3 	 ( ) ( )p r q r∧ ⇔ ∧ )2 	( ) ( )p r q r∨ ⇔ ∨ )1

درست است« را به نادرستی تکمیل می‌کند؟ p q r∨∨ ⇔⇔( گزارۀ ( گر ............ باشد، ارزش  گزینه جملۀ »ا  35 کدام 

p)4 و r نادرست q)3 و r  درست	 p )2 و q درست	 p )1 و r  درست	

) درست است« را به طور نادرست تکمیل نمی‌کند؟ )p q r∨∨ ⇔⇔ گزارۀ گر ............ باشد، ارزش  گزینه جملۀ »ا  36  کدام 

q )4 درست و r نادرست p)3 و r درست	 p )2 و r  نادرست	 p )1 و q درست	

) درست است« را به طور نادرست تکمیل نمی‌کند؟ )p q r⇔⇔ ⇒⇒ گزارۀ گر ............ باشد، ارزش  گزینه جملۀ »ا  37  کدام 

q )4 درست و r نادرست q ، p)3 درست و r نادرست	 q ، p )2 وr نادرست	 p )1  درست و q نادرست	

p درست است« را به طور نادرست تکمیل نمی‌کند؟ q r⇔⇔ ⇒⇒( ) گزارۀ گر ............ باشد، ارزش  گزینه جملۀ »ا  38  کدام 

p )4 نادرست و q درست q ، p)3 وr نادرست	 p )2 درست و q نادرست	 p )1 و q درست و r  نادرست	

درست است« را به درستی تکمیل می‌کند؟ ( ) ( )p q p r∨∨ ⇔⇔ ⇒⇒ گزارۀ گر ............ باشد، ارزش  گزینه جملۀ »ا  39  کدام 

q )4 و r درست p )3 و r نادرست	 q )2 نادرست و p درست	 p )1 و q درست	
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تحلیل جدول  09

را تعیین  p q r, , گزاره‌های پایه و اصلی یعنی..., گزار‌ه‌های داده شده، ارزش   برای حل و فصل سؤالات مربوط به تحلیل جدول باید از روی ارزش‌ 

 q و p گاهی اوقات هم ممکن است نتوان به طور دقیق ارزش گزینه‌ها تشخیص دهیم.  که در مسئله خواسته‌ شده را از  گزاره‌ای  کنیم تا بتوانیم ارزش 

کرد و فقط وضعیت آن‌ها نسبت به هم معلوم باشد مثلًا بگوییم p و q هم ارزش‌اند یا مثلًا بگوییم p و q هم ارزش نیستند. را مشخص 

p نادرست است می‌توان نتیجه گرفت که هم p و هم  q∨  در جدول مقابل از آنجا که

نتیجه  p نادرست است می‌توان  درست و  p r∨ q نادرست هستند و با توجه به آن‌که

گرفت که r قطعاً درست است:

p r∨∨p q∨∨rqp
....................................ند

گزارۀ q ............ است. گزارۀ p ............ و ارزش   1 در جدول زیر ارزش 

Ap نادرست - درست	 q∧p q∨p q⇒qp
....................ددن B درست - نادرست�

............ است. p q∨∨  گزارۀ گزارۀ p ............ و ارزش   2 در جدول  زیر ارزش 

Ap نادرست - درست q∨ p q⇔qp

............نن............ B درست- درست�

p............ است. q∨∨ گزارۀ گزارۀ p ............ و ارزش   3 در جدول زیر ارزش 

Ap نادرست- درست q∨p q∧qp

............دن............ B درست - نادرست�

pکدام است؟ q⇒⇒ گزارۀ  4 در جدول زیر، ارزش 

Ap درست	 q⇒p q∧ qp

........................د............ B نادرست�

کدام است؟
 p q∨∨ گزارۀ  5 در جدول زیر ارزش 

A درست	 p q∨p q∧p q⇔qp

....................دن.......... B نادرست�

گزارۀ q ............ است و در نتیجه  گزارۀ p ............ و ارزش   6 در جدول زیر ارزش 

............است. p q∧∧ گزارۀ ارزش 

A نادرست - درست - درست	 p q∧p q⇒qp

........................ن............ B درست - نادرست - نادرست�

............ است.
p q∨∨ گزارۀ  7 در جدول زیر  ارزش 

A درست 	 p q∨p q⇒qp
........................ن............ B نادرست�

گزارۀ q ............ است و در نتیجه  گزارۀ p ............ و ارزش   8 در جدول زیر  ارزش 

p............ است. q⇒⇒ گزارۀ ارزش 

Ap درست - درست - نادرست	 q⇒p q⇔p q∨qp

....................ند.......... B نادرست - نادرست - درست�

p............است. q∧∧ گزارۀ  9 در جدول زیر ارزش 

A درست 

�

p q∧p q∨p q⇔qp
........................دد............ B نادرست               

⇒⇒p............ است. ∨∨(q r) گزارۀ  10 در جدول زیر ارزش 

Ap درست  q r⇒ ∨( )p q r∨ ∧( )rqp
....................................ن............ B نادرست �

q............ است. r⇒⇒ گزارۀ  11 در جدول زیر ارزش 

Aq درست  r⇒p q r⇒ ∨( )rqp
....................................ن............ B نادرست�

گزارۀ ............ است. گزارۀ مناسب برای ستون آخر جدول زیر   q و p 12 با تعیین ارزش 

 q p⇒ A............p r∧p q⇔qp
........................ندد �r q⇔ B

گزارۀ مناسب برای ستون سمت راست در   r و q ،p گزاره‌های  13 با تعیین ارزش 

گزارۀ ............ است. جدول زیر 

(q r) p∧ ⇒ A............p r⇒p q∧ rqp
....................................دند    p (q r)⇒ ∧ B

گزارۀ ............ است. گزارۀ مناسب، برای ستون آخر   14 باتوجه به جدول زیر 

 p r⇒ A

 

............p q r∨ ⇒( )rqp

....................................نن � r q⇒ B

گزارۀ ............ برای ستون آخر جدول مناسب است.  15 باتوجه به جدول زیر 

 r p⇒ A............r q∨p q⇔rqp

....................................ننن �r p⇔ B

گزارۀ ............ برای ستون آخر جدول مناسب است.  16 باتوجه به جدول زیر، 

 � q r⇒ A............p r∨ p q⇒rqp

..............................ندن �r q⇒ B

1 A 2 B 3 A 4 B 5 A 6 B 7 B 8 B 9 A 10 A 11 A 12 A 13 A 14 A 15 B 16 B
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گزارۀ مرکب زیر برای ستون آخر جدول مقابل مناسب است؟ کدام    40 

		 p q⇒ )1

	p q⇒ )2

		   p q⇒ )3

............qp
ددن
دند
ندد
نند

	  p q⇒ )4

گرفت؟ گزارۀ x می‌توان در نظر  گزارۀ مرکب زیر را برای  کدام   41 

		  p q∧ )1

p q∧  )2

		  p q∨  )3

  p q∨ )4

xqp
ددن
دنن

............د............
........................ن

گیرد؟ گزاره ممکن است در ستون آخر قرار  کدام  گزاره‌ها را نشان می‌دهد. با توجه به این جدول   42 جدول زیر سطر اول یک جدول ارزش 

 q p⇒ )2 		  p q⇒ )1

	p q⇔ )4 		 p q⇒ )3
............

 p q∨qp

........................نن

گزاره برای ستون آخر مناسب است؟ کدام  که قسمتی از آن داده شده است،  گزاره‌های زیر   43 با توجه به جدول ارزش 

 p q p∧ ⇒( ) )2 		 (p ) q⇒ ∨q )1

	 ( ) p q q∧ ∨ )4 		 p q⇒ )3
............p q∧ qp

........................دد

گزاره برای ستون آخر مناسب است؟ کدام  که قسمتی از آن داده شده است،  گزاره‌های زیر   44 با توجه به جدول ارزش 

p q⇔ )2 		   p q∧ ∨(p ) )1

	 p q⇔ )4 		  p p q⇒ ⇒( ) )3
............p q⇒qp

........................ند

گزاره برای ستون آخر مناسب است؟ کدام   45 با توجه به جدول ارزش زیر 

 r q⇒ )2 		  p⇒ r )1............p q r∨ ⇒( )rqp

....................................نن                         p q∨ )4 		  r q⇔ )3

گیرد؟ گزینه می‌تواند در ستون آخر قرار  کدام   46 با توجه به جدول مقابل، 

  p q∧ )2 		   p q∨ )1............p q⇒ p q⇔qp

........................ددن                   p q∧ )4 		   p q∨ )3

گزاره برای ستون آخر مناسب است؟ کدام   47 با توجه به جدول ارزش زیر 

  r p⇔ )2 		  r p⇒ )1

 (p ) r∧ ⇒q )4 		  p q⇒ )3

............ r q∧ p q⇔rqp

............د............ننن

گیرد؟ گزاره در ستون آخر می‌تواند قرار  کدام  گزاره‌ها در جدول زیر   48 با توجه به ارزش‌های مشخص شده برای 

	 p q∧ )2 		 p q⇒ )1

      q p∧ )4 		   p q∨ )3
............ p q⇔ p ( )∨ ⇒q pqp

........................دند

کدام است؟ گزارۀ مناسب برای ستون آخر جدول  گزاره‌های زیر،   49 با توجه به جدول ارزش 

 q r⇒ ∧(p ) )2 		   r q⇒ ∧(p ) )1

 (p r) q∨ ⇒ )4 		 (p ) r∨ ⇒q )3

............ p q r⇒ ⇒( )rqp

....................................ند
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اتحادهای مهم  10

دو  در  گزاره‌ها  ارزش  به  و  کنید  نگاه  مقابل  گزاره‌های  ارزش  جدول  به   

همانطور که ملاحظه می‌کنید هر گزارۀ شرطی  کنید،  دقت  خوب  آخر  ستون 

  p q∨ p با یک ترکیب فصلی که مقدم ناقض شده باشد یعنی q⇒ یعنی

                     معادل است. به عبارت دیگر: 

                                                                                      

گزاره‌های همواره درست یا همواره نادرست                    

p p T⇔ ≡  p T T⇒ ≡p T T∨ ≡p p T∨ ≡~  

p p F⇔ ≡~   F p T⇒ ≡p F F∧ ≡  p p F∧ ≡~   

نقیض ترکیب فصلی و عطفی و شرطی و دوشرطی

  ( )p q p q∨ ≡ ∧ قانون دمورگان                                                                     ( )p q p q∧ ≡ ∨ قانون دمورگان                                                       

  ( )p q p q p q⇔ ≡ ⇔ ≡ ⇔ داخل - سال‌های بعد                                             ( ) ( ) qp q p q p⇒ ≡ ∨ ≡ ∧ داخل - 98                                            

قوانین ترکیب‌های فصلی و عطفی

p p q p

p p q p

∨ ∧ ≡
∧ ∨ ≡{ ( )

( )
pجذب                                               q r p q r

p q r p q r

∨ ∨ ≡ ∨ ∨
∧ ∧ ≡ ∧ ∧{ ( ) ( )

( ) ( )
pشرکت‌پذیری                  p p

p p p
∨ ≡
∧ ≡{ خودتوانی                                                 

p p q p q

p p q p q

∨ ∧ ≡ ∨
∧ ∨ ≡ ∧{ (~ )

(~ )
pهم‌پوشانی                       q r p q p r

p q r p q p r

∨ ∧ ≡ ∨ ∧ ∨
∧ ∨ ≡ ∧ ∨ ∧{ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
pتوزیع‌پذیری        q q p

p q q p

∨ ≡ ∨
∧ ≡ ∧{ جابه‌جایی                                       

کار رفته بسیار مؤثر است ] این قانون به عطف مقدمات شهرت دارد[ که دو بار ترکیب شرطی در آن‌ها به  کردن عبارت‌هایی   قانون زیر در ساده‌ 

p q r p q r⇒ ⇒ ≡ ∧ ⇒( ) ( )

برقرار است. p q r⇒ ⇒( ) گزارۀ هم ارز نیستند، قانون بالا فقط برای  ( )p q r⇒ ⇒ و p q r⇒ ⇒( ) گزارۀ با توجه به اینکه دو 

 قوانین و اتحادهای ترکیب دو شرطی

 p q p q⇔ ≡ ⇔~ ~p q q p⇔ ≡ ⇔

′ بیان می‌شود. = ′A B A آنگاه B= Bبیان می‌شود.این اتحاد در مجموعه‌ها به صورت A= A آنگاه B= این اتحاد در مجموعه‌ها به صورت

( ) ( )p q q p p q⇒ ∧ ⇒ ≡ ⇔( ) ( ) pp q p q q∨ ⇒ ∧ ≡ ⇔

Aبیان می‌شود. B= B آنگاه A⊆ Aو B⊆ Aبیان می‌شود.این اتحاد در مجموعه‌ها به صورت B= ) آنگاه ) ( )A B A B∪ ∩⊆ این اتحاد در مجموعه‌ها به صورت

p q⇒~p q∨~pqP
ددندد

دنننن

ندددد

ننددد
هم‌ارزش‌اند.

گزارۀ ............ هم ارزش است. گر مقدم آن‌گاه تالی« با   1 گزارۀ شرطی »ا

B مقدم یا نقیض تالی A نقیض مقدم یا تالی	

گزارۀ ............ هم ارز محسوب می‌شود. pبا  q⇒⇒ گزارۀ  2 

q p∨  B 	 p q∨ A

گر هوا بارانی باشد، ورزشگاه تعطیل است.« با گزارۀ ............ دارای ارزش   3 گزارۀ »ا

یکسانی است.

A هوا بارانی است یا ورزشگاه تعطیل نیست

B هوا بارانی نیست یا ورزشگاه تعطیل است

1 A 2 A 3 B
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گر درس نخوانی در امتحانات مردود می‌شوی.« از نظر ارزشی  گزارۀ شرطی »ا  4 

گزارۀ ............ معادل است. با 

A درس می‌خوانی یا در امتحانات مردود می‌شوی

B درس نمی‌خوانی و در امتحانات مردود می‌شوی

گزارۀ ............ محسوب می‌شود. pنقیض  q∨∨ گزارۀ  5 

 p q∧ B 	 p q∨ A

گزارۀ ............ است. گزارۀ »به خانه می‌روم و شام می‌خورم.«   6 نقیض 

B به خانه نمی‌روم یا شام نمی‌خورم A به خانه نمی‌روم و شام می‌خورم	

گویا است« به‌صورت ............ است. 2 ݢ۲ زوج است یا ݢ گزارۀ »ݢ  7 نقیض 

گویا نیست 2 B 2 زوج نیست یا گنگ است	 2 A 2 فرد است و

گر نان بخوری ،چاق می‌شوی.« به‌صورت ............ است.  8 نقیض گزارۀ شرطی »ا

B نان می‌خوری و چاق نمی‌شوی گر نان نخوری چاق نمی‌شوی	 A ا

به‌صورت ............ است. � )داخل - 98(  ( )q p⇒⇒ گزارۀ شرطی  9 نقیض 

q p∧  B 	 q p∧ A

گر قطرهای  گر و تنها ا گزارۀ »یک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع است ا  10 نقیض 

گر و  گزارۀ »یک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع ............ ا کنند.«  آن، همدیگر را نصف 

گر قطرهای آن، همدیگر را نصف نکنند.« است. تنها ا

B نیست A است	

pبه‌صورت ............ به‌دست می‌آید. q⇔⇔ گزارۀ  11 نقیض 

 p q⇔ B 	 p q⇔ A

کتاب  دریا  و  می‌خواند  درس  زا  »رُ یا  می‌خواند.«  درس  زا  ]»رُ مرکب  گزارۀ   12 

گزارۀ ............ است.  می‌خرد.«[ معادل با 

B رُزا درس می‌خواند کتاب می‌خرد	 A دریا 

گرم است یا مدیر در اتاقش نیست.«[  گرم است.« و »هوا  گزارۀ مرکب ]»هوا   13 

گزارۀ ............ است.  هم‌ارزش با 

گرم است B هوا  A مدیر در اتاقش نیست	

وز دوشنبه است.«[   14 گزارۀ مرکب ]»هوا بارانی است« یا »هوا بارانی نیست و امر

وز دوشنبه است.« است. گزارۀ »هوا بارانی است ............ امر هم‌ارزش منطقی با 

B و A یا	

p، ......... که به این قانون ادخال فاصل گفته می‌شود. p q⇒⇒ ∨∨(  15 گزارۀ مرکب(

گزارۀ p هم‌ارزش است B با  A همواره درست است	

وز ‌شنبه  امر یا  است  برفی  »هوا  آن‌گاه  باشد.«  برفی  هوا  گر  ]»ا مرکب  گزارۀ   16 

است.«[ ............ .

A همواره درست است

گزارۀ »هوا برفی است« ارزش منطقی یکسان دارد B با 

که به این  گزارۀ همواره درست است  یک  ( )p q∧∧ ⇒⇒ گزارۀ مرکب ............  17 

گفته می‌شود. قانون حذف عاطف 

p  B 	 p  A

گنگ باشد، آن‌گاه ............ .« یک  عددی مثبت و عددی  2 گر گزارۀ شرطی »ا  18 

گزارۀ همواره درست است.

گنگ نباشد ممکن است  2 B عدد مثبت است	 2 A

گزارۀ ............ هم‌ارزش است. با  ( ) ( )p q p q∨∨ ⇒⇒ ∧∧ گزارۀ شرطی  19 

p q∧ B 	p q⇔ A

کامل می‌شود؟ گزینه  کدام  گزاره‌ها، استدلال زیر با   20 با استفاده از جبر 

p p q p p q⇒ ∧ ≡ ∨ ∧ ≡( ) ( ) �

�  ( ) ( )∼��� ∼ ∼p p p q p q

F

∧ ∨ ∧ ≡ ∧ A

( ) ( )∼��� ∼ ∼p p p q p q

T

∨ ∧ ∨ ≡ ∨ B

کامل می‌شود؟ گزینه  کدام  گزاره‌ها، استدلال زیر با   21 با استفاده از جبر 

 ( ) ( )p q p p q p∨ ⇒ ≡ ∨ ∨ ≡

  ( )∼���p p q T q T

T

∨ ∨ ≡ ∨ ≡ A

( ) ( ) ( ) ( )∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼���p q p p p q p T q p q p

T

∧ ∨ ≡ ∨ ∧ ∨ ≡ ∧ ∨ ≡ ∨ B

کامل می‌شود؟ گزینه  کدام  گزاره‌ها، استدلال زیر با   22 با استفاده از جبر 

p q p p q p⇒ ⇒ ≡ ∨ ⇒ ≡( ) ( )

� ∼ ∼ ∼ ∼���p q p p p q T

T

∨ ∨ ≡ ∨ ∨ ≡( ) ( ) ( ) A

∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼���p q p p q p p p q

F

∧ ∨ ≡ ∧ ∨ ∧ ≡ ∧( ) ( ) ( ) B

درست است؟ ( )p q p⇒⇒ ⇒⇒ گزارۀ کدام استدلال برای   23 

( ) ( ) ( )p q p p q p p q p p⇒ ⇒ ≡ ⇒ ∨ ≡ ∧ ∨ ≡  A

( ) ( ) ( )p q p p q p p p q T

T

⇒ ⇒ ≡ ∨ ∨ ≡ ∨ ∨ ≡∼ ∼���
B

4 A 5 B 6 B 7 A 8 B 9 B 10 A 11 A 12 B 13 B 14 A 15 A 16 A 17 B 18 A 19 A 20 B 21 B 22 A 23 A

کدام است؟  p p q⇒⇒ ∨∨( ) گزارۀ  50 نقیض 

 ( )p q∨  )4 	   ( )p q∧ )3 	p q∨   )2 	  p q∨  )1
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                                                                                                                      درس چهارم: پیشامدهای مستقل و وابسته
دو پیشامد مستقل 43

خ‌ دادن یکی از پیشامدها  گر از ر خ دادن دیگری را تغییر ندهد؛ یعنی ا خ دادن یکی از آن‌ها، احتمال ر گاهی از ر  دو پیشامد را مستقل می‌گویند هرگاه آ

خ دادن پیشامد دیگر، برای ما تغییر نکند. به عبارت دیگر : خبردار شویم احتمال ر

P B A P B( | ) ( )= ⇔ A و B مستقل‌اند

که روی هم تأثیری نداشته باشند. که دو پیشامد وقتی مستقل‌اند  بیان سادۀ این حرف آن است 

است. حالا خانواده‌ای را فرض کنید که دو فرزند دختر دارد. اگر این خانواده در انتظار تولد  12  می‌دانیم که شانس دختر بودن )یا پسر بودن( یک فرزند برابر با

است. یعنی آگاهی از جنسیت فرزندان اول و دوم، شانس دختر بودن )یا  12 فرزند دیگری باشد احتمال آن که این فرزند نیز دختر )یا پسر( باشد همچنان برابر

پسر بودن( فرزند سوم را تغییر نمی‌دهد بنابراین این پیشامدها نسبت به هم مستقل هستند.

ک آن‌ها برابر با حاصل‌ضرب احتمال‌ آن‌ها باشد: که احتمال اشترا گر A و B دو پیشامد ناتهی باشند آنگاه A و B در صورتی مستقل‌اند   ا

 P A B P A P B( ) ( ) ( ) = × ⇔ A و B مستقل‌اند

گر دو پیشامد وابسته باشند رابطۀ فوق بین آن‌ها برقرار نیست. گر دو پیشامد مستقل نباشند آن‌ه0ا را وابسته می‌نامند. ا  ا

و A و B  دو پیشامد مستقل باشند آن‌گاه احتمال آن که حداقل یکی از پیشامدهای A یا B رخ دهد چقدر است؟ P B( )= 13 و  P A( )= 35  اگر

P است و در نتیجه احتمال اجتماع آن‌ها برابر است با : A B P A P B( ) ( ) ( ) = ×   چون A  و B مستقل‌اند بنابراین

 P A B P A P A P B( ) ( ) P(B) ( ) ( ) = + − × = + − × = + − =3
5
1
3

3
5
1
3

9 5
15

3
15

11
15( )

گر A و B دو پیشامد مستقل باشند، متمم هرکدام نسبت به دیگری و همچنین متمم‌های آن‌ها نیز مستقل‌اند ا

مستقل‌اند.   ′′B و A مستقل‌اند.     B مستقل‌اند.A′′ و ′′B A′′ و

P A B P A P B( ) ( ) ( )

′ = × ′P A B P A P B( ) ( ) ( )′ = ′ ×P A B P A P B( ) ( ) ( )′ ′ = ′ × ′


 پیشامد »6« آمدن در پرتاب یک تاس به »رو« آمدن در پرتاب سکه هیچ ربطی ندارد و مستقل از هم محسوب می‌شوند، »6« نیامدن در پرتاب تاس 
هم به »رو« آمدن سکه ربطی ندارد و مستقل محسوب می‌شود و ... 

. احتمال آن که فقط B رخ دهد را حساب کنید. P B( ) /=0 8 P و  A( ) /=0  A و B دو پیشامد مستقل‌اند به طوری که3

P B A P B A P B P A( ) ( ) ( ) ( ) / / /− = ′ = ′ = × = 0 8 0 7 0 56 نیز مستقل‌اند. بنابراین:� ′B  A و B مستقل‌اند پس A و

 ،P B P A( ) ( )== ==2
9

1
P و 7 B P A( ) ( )== ==2

9
1
7 گر A و B دو پیشامد مستقل باشند به طوری‌که  1 ا

برابر با ............ است. P A B( ) آن‌گاه حاصل

1
7
2
9
2
63× = B 	 17

2
9
23
63+ = A

و  P A B P B P A( ) , ( ) , ( ) == == ==1
4

5
8

2
5 طوری‌که به  باشند  پیشامد  دو   B و   A گر  ا  2 

باشد، آن‌گاه A و B ............ هستند. P A B P B P A( ) , ( ) , ( ) == == ==1
4

5
8

2
5

B وابسته A مستقل	

و P B( )== 38 و P A( )== 23 که طوری  به  باشند  پیشامد  دو   B و   A گر  ا  3 

باشد، آن‌گاه A و B ............ هستند. P A B( ) == 1
6

B وابسته A مستقل	

صورت  این  در  P A B( )==0 و باشند  ناتهی  پیشامد  دو   B و   A گر  ا  4 

پیشامدهای A و B ............ هستند.

B مستقل A ناسازگار	

1 B 2 A 3 B 4 A
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گاهی در محاسبۀ  گر بدانیم تاس اول  6 آمده است، این آ  5 در پرتاب دو تاس ا

احتمال 6 آمدن تاس دوم ............ ، پس پرتاب دو تاس مستقل از یکدیگر ............ .

B تأثیر دارد -نیستند A تأثیری ندارد - هستند	

P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) == ++ −− و پیشامد  دو   B و   A گر  ا  6 

آن‌گاه A و B ............ هستند.

B ناسازگار A مستقل	

 B و   A آن‌گاه  P A B P A P B( ) ( ) ( ) == ++ و پیشامد  دو   B و   A گر  ا  7 

............ هستند.
B ناسازگار A مستقل	

در این صورت: P B( )== 17 و P A( )== 13 گر A و B دو پیشامد مستقل باشند و  ا

برابر با ............ است. P A B( )  8 حاصل

1
7 B 	 13 A

برابر با ............ است. P BA( )′′  9 حاصل

1
7 B 	 23 A

برابر با ............ است.                                                                               P A B( )−−  10 حاصل

       13 B 	 13
6
7× A

برابر با ............ است.  P B A( )−−  11 حاصل

   17
2
3× B 	 17 A

  دو پیشامد ناتهی A و B را در نظر بگیرید و به سؤالات زیر پاسخ دهید: 

گار و هم مستقل باشند . �  A 12 و B  ............ هم ناساز

B نمی‌توانند A می‌توانند 	

گار باشند ............ . � گر A و B ناساز  13 ا

B ممکن است مستقل باشند A قطعاً وابسته هستند	

گر A و B مستقل باشند ............ .  14 ا

ک دارند B قطعاً اشترا A قطعاً ناسازگارند	

P آنگاه ............  . B(A ) ==0 گر  15 ا

A B و B قطعاً مستقل هستند A A و B قطعاً وابسته‌اند	

P آنگاه ............ . A B P A P B( ) ( ) ( ) == ++ گر   16 ا

A A و B قطعاً وابسته‌اند	

A B و B ممکن است وابسته باشند

گار نباشند آنگاه ............ . گر A و B ناساز  17 ا

A قطعاً مستقل‌اند	

B ممکن است مستقل باشند

گر A و B مستقل نباشند آنگاه ............ .  18 ا

ک دارند	 A قطعاً اشترا

B ممکن است ناسازگار باشند

5 A 6 A 7 B 8 A 9 B 10 A 11 B 12 B 13 A 14 B 15 A 16 A 17 B 18 B

Pکدام است؟ A B( )

′′ P باشد،‌ A( ) /== 0 6 Pو  A B( ) / ==0 2 گر    337 در دو پیشامد مستقل A و B، ا

13
15 )4 	 710 )3 	 35 )2 	 2330 )1

کدام است؟ خ ندهد  خ دادن هم‌زمان آن‌ها برابر با 0/072 باشد، آنگاه احتمال آن‌که B  ر Pو شانس ر A( ) /==0 24 گر پیشامدهای A و B مستقل باشند و   338 ا

  1 )4 	0/5)3 	0/3)2 	0/7 )1

خ دهد چقدر است؟ P آنگاه احتمال آن‌که حداقل یکی از آن‌ها ر B( )== 2
7 P و  A( )== 1

3 گر A و B دو پیشامد مستقل باشند به‌طوری‌که     339 ا

 1321 )4 	  221 )3 	 1121 )2 	 12 )1

است. احتمال موفقیت  7
9

  340 احتمال موفقیت فردی، در یک آزمون مستقل، دو برابر احتمال موفقیت دوست وی است. احتمال موفقیت لااقل یکی از آن‌دو، 

)خارج - 98( کدام است؟� این فرد 
2
3 )4 	 49 )3 	 13 )2 	 16 )1

کدام است؟  P A(B )−− P(B)باشد، آنگاه حاصل  == 2
5  ،P(A) == 4

5 P(Aباشد و B) P(A) P(B )−− == ×× ′′ گر A و B دو پیشامد و   341 ا

 625 )4 	  825 )3 	  225 )2 	  125 )1

Pکدام است؟ B(A )

′′ P(A)باشد، آنگاه حاصل == 3
4  ،P(B | A )′′ == 1

3 ،P(A |B ) P(A)′′ == گر   342 ا

 712 )4 	  512 )3 	  112 )2 	  1112 )1

)داخل - 98( Pکدام است؟� A B( )

′′ ، آن‌گاه P A B( ) /

′′ == 0 2 Pو A B( ) / ==0 6 گر    343 در دو پیشامد مستقل A و B، ا

0/9 )4 	0/85 )3 	0/75 )2 	0/7 )1
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12همه چیز دربارۀ میانه

که تعداد داده‌های قبل از آن با تعداد داده‌های بعد از آن برابر باشد.  کنیم، میانه عددی است  کوچک به بزرگ )یا برعکس( مرتب  گر داده‌ها را از   ا

Q نشان می‌دهند.
2

میانه را با

کرده و تعداد آن‌ها را مشخص می‌کنیم. سپس مطابق نمودار زیر عمل می‌کنیم: کوچک به بزرگ مرتب   برای محاسبۀ میانه، داده‌ها را از 

           
                   نیمۀ دوم          نیمۀ اول

3 4 4 8 8 95 7, , , , , , ,
��� �� ��� ��

 

Q2
5 7
2 6= + =

      
                 نیمۀ دوم                نیمۀ اول

2 3 4 4 5 6 6 95, , , , , , , ,
��� �� ��� ��

    

   
Q2 5=   

گر این عدد صحیح نشد، میانگین داده‌های دو طرف آن را حساب می‌کنیم. ، میانه است. که ا n +1
2

گر n داده مرتب شده داشته باشیم آن‌گاه دادۀ شمارۀ  ا

گر داده‌ها در جدول فراوانی داده شده باشند، از هر داده به تعداد فراوانی آن می‌نویسیم و سپس مطابق نمودار فوق عمل می‌کنیم.  ا
 در جدول داده‌های مقابل مقدار میانه کدام است؟

3479داده‌ها

1414فراوانی

هستند که چون تعداد آن‌ها زوج است، میانه برابر با میانگین دو دادۀ وسطی است: 3 4 4 4 4 7 9 9 9 9, , , , , , , , ,  داده‌ها به صورت

Q2
4 7
2 5 5= + = /

گر همۀ داده‌ها دچار تغییرات یکسانی شوند، میانه در 3 حالت زیر برای داده‌های جدید قابل محاسبه است:  ا

کم خواهد شد. کم شود، همان عدد عیناً به میانه اضافه و یا از آن  گر عددی به همۀ داده‌ها اضافه یا از همۀ داده‌ها  1  ا

گر عددی در همۀ داده‌ها ضرب یا همۀ داده‌ها بر آن تقسیم شود، همان عدد عیناً در میانه ضرب و یا تقسیم خواهد شد. 2 ا

aQ خواهد شد. b
2
+ a برابر  a ax x xb b b

n1 2+ + +, , ... , Q باشد، در این صورت میانۀ داده‌های
2
x برابر  x x

n1 2, , ... , گر میانۀ داده‌های 3 ا

کم‌تر از میانه و همان تعداد دادۀ بزرگ‌تر از میانه به داده‌ها اضافه یا از میان داده‌ها حذف شود، میانه تغییری نمی‌کند. گر k دادۀ  ا

x............ است. x x99 2 1, ..., ,  1 میانۀ داده‌های

B دادۀ پنجاهم A دادۀ چهل‌ونهم 	

برابر با ............ است. 18 19 21 22 25, , , ,  2 میانۀ داده‌های

21 B 	19 A

گر تعداد داده‌ها ............ باشد، میانه با یکی از داده‌ها برابر است.   3 ا

B زوج A فرد	

گر تعداد داده‌ها، برابر با عدد زوج 2n باشد آن‌گاه میانه  ............ است.   4 ا

n)اُم )+1 nاُم و B میانگین داده‌های  A دادۀ nاُم	

............ است. x x x1 2 14, , ... ,  5 میانۀ داده‌های

A میانگین داده‌های هفتم و هشتم  	

B میانگین داده‌های هشتم و نهم

برابر با ............ است. 2 3 5 7 8 9 9 10, , , , , , ,  6 میانۀ داده‌های

 2 102 6+ = B 	 7 82 7 5+ = / A

 7 در داده‌های ............ میانه با میانگین برابر است. 

3 6 12 24 48, , , , B 	3 5 7 9 11, , , , A

گر داده‌ها تشکیل ............ بدهند، میانه با میانگین برابر است.   8 ا

B تصاعد حسابی A تصاعد هندسی	

گر به همۀ داده‌های آماری 3 واحد اضافه شود، ............ .  9 ا

A به میانه نیز 3 واحد اضافه می‌شود 	

B میانه تغییر نمی‌کند 

کنیم، مقدار میانه ............ . گر همۀ داده‌های آماری را دو برابر   10 ا

B نیز دو برابر می‌شود  A تغییر نمی‌کند	

1 B 2 B 3 A 4 B 5 A 6 A 7 A 8 B 9 A 10 B
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گر فراوانی تمام داده‌های آماری را دو برابر کنیم، میانۀ داده‌های جدید ............ .  11 ا

A دو برابر میانۀ داده‌های قبلی است

B همان میانۀ داده‌های قبلی است

کوچک‌تر و دیگری بزرگ‌تر از باشد  و 2 داده یکی  Q
2

گر میانۀ n داده برابر  با   12 ا

کل داده‌های جدید............ . کنیم میانۀ  به این داده‌ها اضافه  Q
2

برابر نیست Q
2

B با است 	 Q
2

A همان

ݢ۵ باشد و دو دادۀ 3و 6 به آن‌ها اضافه شود،  ݢ برابر ݢ a a a1 2 7, , ... , گر میانۀ داده‌های  13 ا

میانۀ تمام داده‌ها برابر است با ............ .

 3 62 4 5+ = / B 	5 A

‌Qبه این داده‌ها 
2

باشد  و چند داده بزرگ‌تر از Q
2

n داده برابر  با گر میانۀ   14 ا

. ............
ً
کنیم میانۀ داده‌های جدید الزاما اضافه 

برابر نیست Q
2

B با است 	 Q
2

A همان

گر دو دادۀ 2 و 2/5 به  برابر با 8 است. ا 2 3 4 8 9 11 12, , , , , ,  15 میانۀ داده‌های

آن‌ها اضافه ‌شود. میانۀ داده‌های جدید برابر ............ می‌شود.

4  B 	3  A

گر 5 و 8 را به  برابر با ............ است و ا 1 2 2 3 4 5 6 6 7, , , , , , , ,  16 میانۀ داده‌های

کنیم، میانۀ تمام داده‌ها برابر با ............ خواهد بود. این داده‌ها اضافه 

4 - 4 B 	5 - 4 A

به  را  3 4, گر داده‌های  ا است  5 5/ برابر  5 6, , , , ,a b c d  17 میانۀ داده‌های 

کنیم میانۀ تمام داده‌ها ............ است. آن‌ها اضافه 

B  بیشتر از 5/5 کمتر از 5/5	  A

را به آن‌ها اضافه  3 4, گر داده‌ها  است ا 5 5/ برابر  5 6, , , , ,a b c d  18 داده‌های

کنیم میانۀ تمام داده‌ها ............ است.

B  بیشتر از 5/5 کمتر از 5/5	  A

11 B 12 A 13 A 14 B 15 B 16 A 17 B 18 A

7 چند داده بین میانه و میانگین قرار دارند؟ 8 9 10 12 13 17 36, , , , , , ,  433 در میان داده‌های 

5 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1
کدام است؟  aبرابر 13 باشد، میانۀ آن‌ها  , , , , , , , ,7 10 14 11 16 18 9 20 گر میانگین 9 عدد  434 ا

14 )4 	12 )3 	11 )2 	10 )1

را اضافه می‌کنیم. تفاضل میانۀ داده‌های جدید و داده‌های اولیه کدام است؟  )مشابه داخل - 98( 11 8 2, ,  435 به داده‌های آماری با جدول فراوانی مقابل، داده‌های

0 5/ )2 		  25811داده‌ها1( صفر

�1 2 4  33فراوانی 5/ )4 		 1 )3

کدام است؟  باشد، میانۀ داده‌ها  1
4

گر فراوانی نسبی دادۀ 12 برابر  436 در نمودار میله‌ای مقابل، ا

9 )2 		  7 5/ )1

x i 

f i 

�12 )4 		 10 5/ )3

کدام است؟ 2 11 2 11 2 11a e f−− −− −−, ..., , aبرابر 27 باشد، میانۀ داده‌های b c d e, , , , , f گر میانۀ داده‌های  437 ا

45 )4 	44 )3 	42 )2 	43 )1

گر 10نفردیگر به آن‌ها   438 وزن 80 دانش آموز در جدول فراوانی زیر دسته‌بندی و تنظیم شده است. ا

 
ً
وه Aتقریبا گر که وزن همگی از میانۀ وزن 80 دانش آموز بزرگ‌تر باشد، فراوانی نسبی افراد  اضافه شود 

چقدر خواهد شد؟	

0/133 )2 		 0/144 )1

فراوانی نسبیفراوانیاسمحدود وزن

40 50≤ <wAf
1

0 125/

50 60≤ <wBf
2

F
2

60 70≤ <wCf
3

F
3

70 80≤ <wDf
4

0 24/                                                     0/111 )4 		 0/122 )3

کدام است؟ کنیم، میانۀ داده‌های جدید  7را به داده‌ها اضافه  8 20 21, , , برابر 18 باشد و داده‌های x x x1 2 9, , ... , گر میانۀ داده‌های‌  439 ا

18 )4 	19 )3 	19 5/ )2 	17 )1

کدام است؟�  )خارج - 98( کلاس در جدول زیر آمده است. اختلاف میانگین وزنی نمرات از میانۀ آن‌ها،   440 نمرات آمار 50 دانش آموز یک 

	0/32 )2 		 0/28 )1x10121415 1618

f69  10 12 85 �0/38 )4 		 0/36 )3
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13همه چیز دربارۀ چارک‌ها

نشان می‌دهند. همچنین میانۀ داده‌های  Q
1

 میانه را حساب کنیم، عدد حاصل را چارک اول می‌نامند و با
ً
گر در داده‌های کوچک‌تر از میانه مجددا  ا

Q نشان می‌دهند. میانه، خودش چارک دوم محسوب می‌شود.
3

بزرگ‌تر از میانه را چارک سوم می‌نامند و با

                             نیمه اول                                نیمه دوم

            

1 1 3 3 5 7 17 191 3 4 11 17

1
1 3
2

2 2 4

, , , , , , , , , , , ,
� �� �� � ��� ���

↓ ↓ ↓
=

+
=

=
Q

Q

Q33
11 17
2

9=
+

=
                    

                                       نیمه اول                                نیمه دوم

2 3 3 4 4 5 6 7 7 9 9 104 6 8

1 2 34 6

, , , , , , , , , , , , , ,
� ��� ��� � ��� ���

↓ ↓ ↓
= = =Q Q Q 88

IQR را دامنۀ‌ میان‌چارکی می‌نامند. Q Q= −3 معرف چارک اول و چارک سوم باشند، عدد1 Q
3

Q و
1

گر  ا

n داده‌ها قبل از  چارک اول قرار دارند و باقی داده‌ها 
4







n داده‌ها بعد از چارک سوم و
4







x مفروض باشند، آن‌گاه همواره x x
n1 2, , ... , گر n دادۀ  ا

گر 15 داده داشته باشیم  3 داده قبل از چارک اول و 3 داده بعد از چارک سوم قرار دارند. ] واقع‌اند، مثلًا ا , ]Q Q1 3 در بازۀ

را از ابتدا و انتهای  Q
3

Q و
1

 برای پیدا کردن سریع‌تر چارک اول و سوم، اولین عدد زوج بعد از تعداد داده‌ها را بر 4 تقسیم می‌کنیم. عدد به دست آمده، جایگاه
داده‌ها معلوم می‌کند.

Q است.
3

Q و دادۀ پنجم از انتها
1

20 می‌رسیم، یعنی دادۀ پنجم از ابتدا
4 5=  اگر تعداد داده‌ها 18 باشد، به عدد

را به ما می‌دهد. Q
3

و از انتها Q
1

18 می‌رسیم، یعنی میانگین داده‌های چهارم و پنجم، از ابتدا
4 4 5= /  اگر تعداد داده‌ها 17 باشد، به عدد

گر این عدد مضرب 4 نباشد، چارک اول و سوم جزء داده‌ها نیستند و  هستند ولی ا Q
3

و Q
1

گر عدد زوج بعد از n بر 4 بخش‌پذیر باشد، دو تا از داده‌ها ا
از میانگین دو داده به دست می‌آیند.

گر همۀ داده‌ها دچار تغییرات یکسانی شوند، چارک‌ها و دامنۀ میان چارکی در 3 حالت زیر برای داده‌های جدید قابل محاسبه است:  ا
کرد. نیز با آن عدد جمع یا تفریق می‌شوند، اما دامنۀ میان‌چارکی تغییر نخواهد  Q

3
Q و

1
گر داده‌ها همگی با عددی جمع یا تفریق شوند، 1 ا

نیز در همان عدد  یا تقسیم می‌شوند و دامنۀ میان‌چارکی  نیز در آن عدد ضرب  Q
3

Qو
1
شوند، یا تقسیم  ضرب  گر داده‌ها در یک عدد مثبت  ا  2

ضرب یا تقسیم می‌شود.
دامنۀ  ولی  می‌شود،  عوض  هم  با  جایشان  ولی  می‌شوند  ضرب  عدد  همان  در  Q

3
و Q

1
شوند، تقسیم  یا  ضرب  منفی  عدد  یک  در  داده‌ها  گر  ا  3

میان‌چارکی در قدر مطلق آن عدد ضرب می‌شود.
Q3است و دامنۀ میان چارکی برابر 2 است. حال اگر تمام داده‌ها را در )2-(ضرب کنیم  3 5= / Q1و 1 5= / 112می‌دانیم 2 2 3 4 5, , , , , , ,  در داده‌های

و همان‌طور که ملاحظه می‌شود،‌دامنۀ میان چارکی  ′ = − ′= −Q Q3 13 7, − به وجود می‌آیند که در این داده‌ها − − − − − − −10 8 6 4 4 4 2 2, , , , , , , داده‌های
در )قدر مطلق 2-(ضرب شده و برابر 4 خواهد شد.

به  1 1 1 2 2 3 4, , , , , , داده‌های سوم  چارک  و  اول  چارک   ، ............ گزینۀ  در   1 

درستی مشخص شده است.

Q Q1 3
1 1
2

2 3
2= + = +

, B 	Q Q1 31 3= =, A

به  1 3 3 4 5 5 6 6, , , , , , , ............ ، چارک اول و چارک سوم داده‌های گزینۀ   2 در 

درستی مشخص شده است.

Q Q1 33 6= =, B 	Q Q1 3
3 3
2

5 6
2= + = + A

اول  چارک  کنیم.  مرتب  بزرگ  به  کوچک  از  به‌ترتیب  را  آماری  دادۀ   9 گر  ا  3 

............   و چارک سوم ............  است.

A میانگین داده‌های دوم و سوم - میانگین داده‌های هفتم  و هشتم

B دادۀ سوم - دادۀ هفتم

گر 23 دادۀ آماری را به‌ترتیب از کوچک به بزرگ مرتب کنیم. چارک اول دادۀ   4 ا

............ و چارک سوم دادۀ ............ است.

B ششم - هجدهم A پنجم - هفدهم	

1 A 2 B 3 A 4 B
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گر 12 دادۀ آماری را از کوچک به بزرگ بنویسیم، چارک اول ............ و چارک   5 ا

سوم ............ است. 

A میانگین داده‌های سوم و چهارم - میانگین داده‌های نهم و دهم	

B دادۀ سوم - دادۀ نهم

 6 در داده‌های ............ چارک اول و سوم با هم برابرند. 

1 3 3 3 3 4, , , , , B 	1 2 2 2 7, , , , A

گر چارک اول و سوم در چند دادۀ آماری با هم برابر باشد، ............ .   7 ا

A تمام داده‌ها برابرند	

B میانه نیز با چارک اول و سوم برابر است

برابر با ............ است. 1 2 3 3 4 4 4 5, , , , , , ,  8 دامنۀ میان چارکی داده‌های

4 2 2− = B 	4 2 5 1 5− =/ / A

وض‌اند:   مفر 1 2 2 3 4 5 5 6 6 6 6, , , , , , , , , ,  داده‌های آماری

 9 تعداد داده‌ها برابر با 11 است، پس چارک اول، ............ و برابر با ............ است.

B میانگین دادۀ سوم و چهارم - 2/5 A سومین داده - 2	

 10 چارک سوم برابر با ............ است.

 5 62
+ B 	6 A

 11 دامنۀ میان‌چارکی برابر با ............ است.

6 2 4− = B 	6 3 3− = A

گر همۀ داده‌ها را 2 برابر کنیم، دامنۀ میان چارکی برابر با ............ خواهد شد.  12 ا

8 B 	4 A

گر همۀ داده‌ها را قرینه کنیم، دامنۀ میان چارکی برابر با ............ خواهد شد.  13 ا

−4 B 	4 A

کنیم، دامنۀ میان چارکی برابر با ............  گر به تمام داده‌ها 2 واحد اضافه   14 ا

خواهد شد.
6 B 	4 A

، برابر IQR است: x x x
n1 2, ,...,  دامنۀ میان‌چارکی برای داده‌های

، برابر با ............ است. x b x b x bn1 2++ ++ ++, , ... ,  15  دامنۀ میان چارکی برای

IQR b+ B 	 IQR A

کنیم، دامنۀ میان‌چارکی ............ . کدام از داده‌ها را دو برابر  گر هر   16 ا

B تغییر نمی‌کند  A دو برابر می‌شود	

کنیم، دامنۀ میان‌چارکی ............ . گر تمام داده‌ها را قرینه   17 ا

B تغییر نمی‌کند A قرینه می‌شود	

میان‌چارکـی  دامنـۀ  کنیـم،  ضـرب  −−3 عدد در  را  آمـاری  داده‌هـای  تمـام  گـر  ا  18 

داده‌هـا ............ .

B در 3 ضرب می‌شود  A تغییر نمی‌کند	

      
از   19 در 25 دادۀ آماری که از کوچک به بزرگ مرتب شده‌اند، تعداد داده‌های بعد 

چارک سوم برابر با ............ است.

7 B 	6 A

 20  در 20 دادۀ آماری که از کوچک به بزرگ مرتب شده‌اند، تعداد داده‌های قبل 

از میانه برابر با ............ است.

9 B 	10 A

کوچک به بزرگ مرتب شده‌اند: که از   15 دادۀ آماری 

 21 چارک اول و چارک سوم جزء داده‌ها ............ 

B نیستند A هستند	

برابر با ............ است. Q1 کوچک‌تر از و  Q3  22  تعداد  داده‌های بزرگ‌تر از

7 B 	6 A

 23 تعداد داده‌های بعد از چارک اول و قبل از چارک سوم برابر با ............ است.

7 B 	8 A

5 A 6 B 7 B 8 A 9 A 10 A 11 B 12 B 13 A 14 A 15 A 16 A 17 B 18 B 19 A 20 A 21 A 22 A 23 B

8 اختلاف چارک اول و چارک سوم ]دامنۀ میان چارکی[ چقدر است؟ 5 9 7 2 3 3 6 6 17 11, , , , , , , , , ,  441 در داده‌های

 5 )4 	6 )3 	7 )2 	4 )1

کدام است؟�  )داخل - 98( Q Q Q
Q Q
1 3 2

3 1

2++ −−
−−

گذشته به‌صورت زیر است، مقدار کشور در 10 سال  خ بیکاری یک   442 نر

	-0/125 )2 		 -0/225 )111/512/813/511/212/3

10/611/910/630/212/7 � 0/275 )4 		 0/175 )3

کنیم، در  گر داده‌های بزرگ‌تر از چارک سوم و داده‌های کوچک‌تر از چارک اول را حذف  4ا 3 2 1 7 7 11 11 17 13 19 18 25 24, , , , , , , , , , , , ,  443 در داده‌های

کدام است؟ داده‌های باقی مانده میانه 
13 )4 	7 )3 	10 )2 	11 )1

کدام است؟ وض‌اند. انحراف میانه از میانگین داده‌های بین چارک اول و سوم  8مفر 8 9 7 7 6 5 4 4 3 2 1, , , , , , , , , , ,  444 داده‌های

1 )4 	−0 5/  )3 2( صفر	 	0 5/  )1

بوط به داده‌های  4 نمودار دایره‌ای رسم کنیم، چند درصد مساحت دایره مر 5 6 7 8 8 8 9 9 11 11 12 17 19 22 23, , , , , , , , , , , , , , , گر برای داده‌های ا  445 

کوچک‌تر از چارک اول است؟
27 )4 	25 )3 	24 )2 	26 )1
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05... نمونه‌گیری طبقه‌ای

که  می‌کنیم  استفاده  زمانی  طبقه‌ای  نمونه‌گیری  روش  از   1

جامعۀ آماری دارای ساخت نامتجانس و غیرهمگن باشد. یعنی 

جامعه از زیر گروه‌هایی تشکیل شده که از نظر مشخصه و درصد 

تشکیل‌دهندۀ جامعه، متفاوت‌اند.

 

2 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، واحدهای آماری درون طبقات 

باید شبیه هم و همگن باشند. در ضمن هر طبقه با طبقۀ دیگر 

می‌گیرد،  مورد بررسی قرار  می‌بایست از نظر مشخصه‌ای که 

متفاوت باشد.

 سن ازدواج در مردان و زنان یا قد افراد جامعه در مردان و زنان متفاوت است 

که باعث نامتجانس شدن ساخت جامعه می‌شود و باید هر کدام از این زیرگروه‌ها 

را یک طبقه فرض کرد. 

اگر بحث دربارۀ درصد اشتغال در افراد جامعه است بهتر است مردان و زنان هر   

کدام در یک طبقۀ جداگانه قرار گیرند، چون میزان درصد اشتغال زنان شبیه هم و 

مردان هم شبیه هم است ولی زنان با مردان متفاوت است.

تا از طبقۀ  n
1
f باشد و ما f f

k1 2, ,... , کنیم و تعداد افراد در طبقه‌ها تایی از یک جامعۀ N نفری انتخاب  n گر بخواهیم یک نمونۀ  در نمونه‌گیری طبقه‌ای، ا

(N )=∑fi کنیم، آن‌گاه داریم: اُم انتخاب  k n تا از طبقۀ
k

n تا از طبقۀ دوم، ... و
2
اول،

n

f

n

f

n

f

n

f

k

k i

1

1

2

2
= = = =

∑
... n

f

f
n

i
i

i

= =سهم طبقۀi اُم∑×

کرد احتمال انتخاب همۀ واحدهای آماری،  که در نمونه‌گیری طبقه‌ای از هر طبقه متناسب با جمعیت آن واحد آماری انتخاب می‌شود به راحتی می‌توان ثابت   از آنجا

P
n

N
= =

اندازۀ نمونه

اندازۀ جامعه
با هم برابر است و همانند نمونه‌گیری تصادفی ساده این احتمال برابر است با:                                                                                                  

وه طبقه‌بندی می‌شود که تعداد   1 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، جامعه به تعدادی گر

اعضای آن‌ها ............ .

B لزوماً باهم برابر نیست  A باهم برابر است 	

وه‌های جامعه را ............ می‌نامند. گر  2 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، 

B نمونه  A طبقه 	

 3 در روش نمونه‌گیری طبقه‌ای، از ............ ، واحد آماری در نمونه وجود دارد.

B تمام طبقات  A بعضی طبقات 	

 4 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، ............ برای نمونه‌گیری انتخاب می‌شوند.

A بعضی از واحدهای آماری هر طبقه

B همۀ واحدهای آماری یک طبقه 

 5 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، ............ را با نمونه‌گیری تصادفی ساده انتخاب می‌کنیم.

B واحدهای آماری درون هر طبقه  A هر طبقه 	

 6 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، تعداد واحدهای آماری انتخاب‌شده از هر طبقه برای 

نمونه‌گیری، ............ است.

B متناسب با جمعیت آن طبقه A با هم برابر	

آماری هر طبقه نسبت به موضوع مورد   7 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، واحدهای 

بررسی باید ............ .
B از تنوعی شبیه جامعه برخوردار باشند کمی داشته باشند	 کندگی  A پرا

 8 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، اختلاف بین طبقات از نظر موضوع مورد بررسی، باید 

............ باشد.
کم   B A زیاد 	

که از نظر مشخصۀ مورد  وه‌هایی تشکیل شده است  گر  9 وقتی جامعه از زیر 

بررسی ............ ، از نمونه‌گیری طبقه‌ای استفاده می‌کنیم.
B یکسان باشد  A متفاوت باشد 	

 10 از نمونه‌گیری طبقه‌ای، زمانی استفاده می‌کنیم که جامعۀ آماری دارای ساخت 

............ باشد.
B غیرمتجانس و غیرهمگن  A متجانس و همگن 	

نمونه‌گیری  روش  به  المپیک  در  شرکت‌کننده  ورزشکاران  قد  بررسی  برای   11 

وه ............ تقسیم می‌کنیم، چون از نظر مشخصۀ مورد  طبقه‌ای، جامعه را به دو گر
بررسی )قد( با هم متفاوت‌اند.

B زیر 25 سال و بالای 25 سال A زنان و مردان	

1 B 2 A 3 B 4 A 5 B 6 B 7 A 8 A 9 A 10 B 11 A
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 12 نمودار ............ توصیف مناسب‌تری برای نمونه‌گیری طبقه‌ای است.

 B 	  A

 13 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، اندازۀ نمونه قبل از اقدام به نمونه‌گیری ............ است، 

زیرا از هر طبقه متناسب با جمعیت آن طبقه، واحد آماری انتخاب می‌شود.

B نامشخص  A مشخص 	

 14 نمونه‌گیری طبقه‌ای از نمونه‌گیری تصادفی ساده ............ ولی ............ است.

کم‌دقت‌تر - ارزان‌تر   B A دقیق‌تر - هزینه‌برتر 	

را  افراد  ازدواج  سن  میانگین  می‌خواهیم  طبقه   30 مسکونی  ج  بر یک  در   15 

کنیم، برای نمونه‌گیری به روش طبقه‌ای، دسته‌بندی جامعۀ آماری به دو  بررسی 

وه ............ مناسب است. گر

B مرد و زن  کنین طبقات زوج و فرد 	 A سا

 16 در نمونه‌گیری طبقه‌ای، احتمال انتخاب واحدهای آماری ............ ، زیرا ........... . 

از هر طبقه متناسب با تعداد  A با هم برابر است - سهم واحدهای انتخابی 

واحدهای آن است

B با هم برابر نیست - تعداد واحدهای آماری در طبقات مختلف متفاوت است 

گر  بخواهیم یک نمونه به اندازۀ n به روش طبقه‌ای   17 در جامعه‌ای با اندازۀ N، ا

کنیم، احتمال انتخاب هر واحد آماری برابر ............ است. انتخاب 

 1

N B 	 n
N

A

گر سهم  ا f است. 
2

و  f
1

یک جامعۀ آماری، شامل دو طبقه با جمعیت‌های  18 

باشد، رابطۀ ............ برقرار است. n
2

و n
1

طبقه‌ها در نمونه‌گیری طبقه‌ای

 
n

f

n

f

n n

f f
1

1

2

2

1 2

1 2
+ =

+
+ B 	 

n

f

n

f

n n

f f
1

1

2

2

1 2

1 2
= =

+
+ A

 19 در نمونه‌گیری طبقه‌ای از یک جامعه، از طبقه‌ای با اندازۀ 10، یک نمونه با 

برابر  نمونه‌گیری  این  در   15 اندازۀ  با  طبقه‌ای  سهم  است.  انتخاب‌شده   2 اندازۀ 

2............ است. 
10 15= ⇒f

�   5 B 	 3 A

N می‌خواهیم اندازۀ نمونه   20 در نمونه‌گیری طبقه‌ای از یک جامعه، با اندازۀ 

i باشد، سهم طبقۀ fi گر تعداد واحدهای آماری در طبقۀ iام برابر برابر n باشد. ا

ام در نمونه برابر ............ است.

 n
f

N
n

i
i= × B 	n

f

n

Ni
i

= ×1 A

و سهم این  fi  21 در یک جامعۀ آماری، تعداد واحدهای آماری در طبقۀ iام برابر 

niاست، احتمال انتخاب هر واحد آماری طبقۀ  طبقه در نمونه‌گیری طبقه‌ای برابر
iام در این نمونه‌گیری ............ است.

 
n

f
i

i

B 	
f

n
i

i

A

 22 در یک جامعۀ آماری، تعداد واحد‌های آماری در یک طبقه برابر 50 و سهم 

انتخاب هر واحد آماری  برابر 5 است، احتمال  این طبقه در نمونه‌گیری طبقه‌ای 
آن طبقه در این نمونه‌گیری ............ است.

 110 B 	 15 A

کارمند  کارکنان یک شرکت، شامل 30  ازدواج در   23 می‌خواهیم میانگین سن 

گر اندازۀ نمونه برابر 24 باشد،سهم زنان در  کنیم. ا کارمند مرد را بررسی  زن و 50 
این نمونه‌گیری برابر ............ است.

 130 24 8× = B 	 3030 50 24 9+ × = A

 24 جدول زیر تعداد دانش‌آموزان پایه‌های دهم، یازدهم و دوازهم از یک مدرسه 

گر بخواهیم اندازۀ نمونه  را نشان می‌دهد. در نمونه‌گیری طبقه‌ای از این مدرسه، ا
24 باشد، سهم پایۀ دوازهم در این نمونه‌گیری ............ است.

	 30120 24 6× = Aدوازدهمیازدهمدهمپایه

504030تعداد دانش‌آموزان        130 24 8× = B

12 B 13 A 14 A 15 B 16 A 17 A 18 A 19 A 20 B 21 B 22 B 23 A 24 A

کارمند و 10 نفر مدیر وجود دارد. می‌خواهیم یک نمونۀ 20 نفره بر اساس نمونه‌گیری طبقه‌ای برای محاسبۀ میانگین  کارگر، 40 نفر  در یک شرکت 50 نفر   535 

کدام از مدیران در نمونه چقدر است؟ کنیم‌. احتمال انتخاب هر  حقوق دریافتی انتخاب 

4( نامشخص 	 1
5

)3 	 1
10

)2 	 1
100

)1

گر 50 نفر سال اول، 40 نفر سال دوم، 35 نفر سال سوم‌، 45 نفر سال چهارم  کنیم‌. ا  536 می‌خواهیم میانگین وزن دانش‌آموزان یک مدرسۀ ابتدایی را بررسی 

کنیم؟ و 30 نفر سال پنجم باشند‌، برای انتخاب یک نمونۀ 10 نفره در نمونه‌گیری طبقه‌ای چند نفر از سال دوم باید انتخاب 

8 )4 	4 )3 	2 )2 	1 )1
گر اندازۀ جامعه 560 و فراوانی طبقۀ وسط برابر 28 باشد، در انتخاب نمونه‌ای با اندازۀ 80 نفری سهم طبقۀ وسط   537 در نمونه‌گیری طبقه‌ای از یک جامعه، ا

چقدر خواهد شد؟
8 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1

گر پس از نمونه‌گیری معلوم شود 9 نفر از طبقۀ اول در نمونه‌گیری   538 در نمونه‌گیری طبقه‌ای از یک جامعه‌، فراوانی طبقۀ اول برابر 36 و اندازۀ نمونه 54 است‌. ا

کدام است؟ حضور دارد‌، اندازۀ جامعه 
360 )4 	240 )3 	256 )2 	216 )1
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 539 در نمونه‌گیری طبقه‌ای از یک جامعه تعداد واحدهای آماری انتخاب شده از طبقۀ وسط 24 و اندازۀ نمونۀ انتخاب شده ‌120 ا ست. چند درصد از این 

گرفته‌اند؟ جامعه در طبقۀ وسط قرار 
30 )4 	25 )3 	15 )2 	20 )1

 540 یک جامعۀ آماری از ماشین‌های رنگی تولید شده توسط یک کمپانی در نمودار دایره‌ای زیر به نمایش درآمده است. در نمونه‌گیری طبقه‌ای از این جامعه 

کدام است؟ گر اندازۀ نمونه 180 باشد، سهم ماشین‌های قرمز  ا

45 )1

50 )2

55 )3

�40 )4

06نمونه‌‌گیری سامان‌‌مند
که در آن اندازۀ طبقات با هم برابر است را نمونه‌گیری سیستماتیک )سامان‌مند( می‌نامند. از نمونه‌گیری سیستماتیک   نوعی نمونه‌گیری طبقه‌ای 

که به یک برنامۀ تلویزیونی پیامک فرستادند  که تمام اعضای جامعۀ آماری به‌طور تصادفی فهرست شده باشند.مانند افرادی  وقتی استفاده می‌کنیم 

که به طور تصادفی در سالن سینما نشسته‌اند یک نوع فهرست شدن شماره‌دار به طور تصادفی برای آن‌ها انجام شده است یا افراد منتظر  یا افرادی 

کار را در طبقات  در باجۀ بانک و ... در این روش نمونه‌گیری، فقط از طبقۀ اول یک واحد آماری به تصادف انتخاب می‌کنیم، سپس با همان رویه این 

دیگر انجام می‌دهیم و مراحل انجام این روش نمونه‌گیری به صورت زیر است:

یک مراحل روش نـمـونه‌گیری سیستماتیک و  دهیم  انجام  سیستماتیک  نمونه‌گیری  یک  نفر   12 بین  از  می‌خواهیم   
نمونۀ 4 نفره انتخاب کنیم، روش کار به‌صورت زیر است:

  ابتدا فاصلۀ نمونه‌گیری را به‌دست می‌آوریم که تعداد افراد هر طبقه را مشخص می‌کند. 1

اندازۀ جامعه
اندازۀ نمونه

d
N

n
= 





= 



       

d فاصله نمونه‌گیری =





=12
4 3

] انتخاب می‌کنیم )اولین عضو نمونه‌گیری( , ]1 d aبه تصادف در بازۀ
1
  عددی صحیح مانند یک نفر به‌طور تصادفی از 3 نفر اول انتخاب می کنیم، مثلًا نفر شمارۀ 22

اُم طبق جملۀ عمومی دنبالۀ حسابی به صورت زیر به‌دست می‌آید: i 3  شمارۀ نفر

a a i d
i
= + −

1
1( )

یعنی شمارۀ نفرات انتخاب شده در نمونه‌گیری سیستماتیک به‌صورت زیر است:

a a d a d a d1 1 1 12 3, , , ,...+ + +

نمودار شماتیک وشمارۀ نفرات انتخاب شده به‌صورت زیر است:

سه نفر اول سه نفر دوم سه نفر سوم سه نفر چهارم

شمارة2
+3 +3 +3

در نمونه‌گیری سیستماتیک هم همانند نمونه‌گیری تصادفی ساده احتمال انتخاب واحدهای آماری با هم برابر است و برابر است با:

P
n

N
= =

اندازۀ نمونه

اندازۀ جامعه

اندازۀ  آن  در  که  است  طبقه‌ای  نمونه‌گیری  نوعی  سیستماتیک  نمونه‌گیری   1 

طبقات ............ است.
B با هم برابر  A دلخواه	

 2 نام دیگر نمونه‌گیری سیستماتیک، نمونه‌گیری ............ است.

B سامان‌مند   A سامانی	

 3 از نمونه‌گیری سیستماتیک در جامعه‌ای استفاده می‌کنیم که افراد جامعه ........... .

A به‌صورت تصادفی فهرست شده باشند 

B پشت سر هم در یک صف قرار داشته باشند 

 4 در نمونه‌گیری سیستماتیک، ............  را به‌ روش تصادفی ساده انتخاب می‌کنیم.

B فقط از طبقۀ اول یک واحد آماری A از هر طبقه یک واحد آماری	

 5 در روش نمونه‌گیری سیستماتیک، از هر طبقه ............ در نمونه وجود دارد.

B چندین واحد آماری A یک واحد آماری	

 6 در نمونه‌گیری سیستماتیک، ابتدا ............ می‌کنیم.

A یک نفر را به تصادف انتخاب	

B فاصلۀ نمونه‌گیری را مشخص 

1 B 2 B 3 A 4 B 5 A 6 B
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کردن فاصلۀ نمونه‌گیری   7 در روش نمونه‌گیری سیستماتیک، پس از مشخص 

فقط از طبقۀ اول یک واحد آماری به تصادف انتخاب و سپس ............ .

A با همان رویه از طبقات دیگر ،  این‌کار انجام می‌گیرد

B در طبقات دیگر نیز یک نفر را به تصادف انتخاب می‌کنیم

گر  ا وه 30 نفره را تشکیل می‌دهند.  گر که 10   8 جامعه‌ای شامل 300 نفر است 

کنیم و از 30 نفر  بخواهیم به‌روش سیستماتیک یک نمونه از این جامعه انتخاب 

اول نفر پنجم را انتخاب ‌کنیم ............ .

کنیم گروه‌های دیگر نمی‌توانیم نفر پنجم را انتخاب  A از 

گروه‌های بعدی نیز نفر پنجم را انتخاب ‌کنیم B  باید از 

 9 در نمونه‌گیری سیستماتیک، فاصلۀ نمونه‌گیری ............ .

A دلخواه است 	

B برابر تعداد افراد هر طبقه است

گر اندازۀ نمونه برابر   10 در نمونه‌گیری سیستماتیک از یک جامعه با اندازۀ N، ا

n باشد، فاصلۀ نمونه‌گیری ]اندازۀ طبقات[ به‌صورت ............ به‌دست می‌آید.

 d N

n
= B 	d n

N
= A

‌a1و  نمونه‌گیری، عضو  اولین  شمارۀ  گر  ا سیستماتیک،  نمونه‌گیری  یک  در   

فاصلۀ نمونه‌گیری d باشد:

 11 رابطۀ ............ صحیح است. 

a d1 2∈[d, ] B 	a d
1

1∈[ , ] A

 12 شمارۀ نفر دوم برابر با ............ است. 

a d
1

B 	a d
1
+ A

 13 شمارۀ nامین نفر برابر با ............ است. 

a n d
1

1+ −( ) B 	a nd
1
+ A

 14 شمارۀ واحدهای انتخابی به‌صورت  ............ خواهد بود. 

a a a1 1 12 3, , ,... B 	a a d a1 1 1 2, , d,...+ + A

اندازۀ  است  قرار  و  می‌دهد  نشان  را   ............ نمونه‌گیری  یک  زیر،  تصویر   15 

نمونه ............ باشد.

+ d + d + d + d
3 15

چهار چهار چهار چهارچهارمچهار

B خوشه‌ای - 4 A سامان‌مند - 5	

 قرار است از 20 نفر نمونه‌گیری سیستماتیک انجام دهیم و یک نمونۀ ‌5تایی 

کنیم:  انتخاب 

 16 فاصلۀ نمونه‌گیری برابر ............ است.

4 B 	5 A

گر شمارۀ نفر اول 3 باشد، شمارۀ نفر دوم ............ خواهد بود.  17 ا

8 B 	7 A

گر شمارۀ نفر اول 3 باشد، شمارۀ نفر آخر برابر ............ خواهد بود.  18 ا

 19 B 	18 A

      
گر اندازۀ نمونه برابر 20   19 در نمونه‌گیری سیستماتیک از یک جامعۀ 600 نفری، ا

باشد، فاصلۀ نمونه‌گیری  ]اندازۀ طبقات[ برابر با ............ است.

30 B 	20 A

 50 نمونه‌گیری  فاصلۀ  با  سامان‌مند  نمونه‌گیری  نفری،   600 جامعۀ  یک  از   20 

انجام شده است. در این صورت اندازۀ نمونه برابر با ............ است.

50 B 	12 A

که انتخاب‌شده‌اند،  گر شمارۀ دو فرد متوالی   21 در نمونه‌گیری سیستماتیک، ا

5 و 11 باشد، فاصلۀ نمونه‌گیری برابر با ............ است.

11 5 6− = B 	 5 112 8+ = A

انتخاب‌  که  متوالی  نفر  دو  شمارۀ  نفر،   1000 از  سیستماتیک  نمونه‌گیری  در   22 

شده‌اند 25و 65 است، اندازۀ نمونه برابر با ............ است.

 100065 25
1000
40 25− = = B 	100025 40= A

انتخاب‌شده  گر شمارۀ نفرات پنجم و هشتم  ا  در نمونه‌گیری سیستماتیک، 

برابر 43و 70 باشد: 
 23 روند به‌دست آوردن فاصلۀ نمونه‌گیری به‌صورت ............ است.

 a d

a d
d

+ =
+ ={ ⇒ =5 43
8 70 9 B 	 a d

a d
d

+ =
+ ={ ⇒ =4 43
7 70 9 A

 24 شمارۀ نفر اول انتخاب‌شده برابر با ............ است. 

2 B 	7 A

 25 شمارۀ نفر سوم انتخاب‌شده برابر با ............ است.

 25 B 	20 A

     

گر اندازۀ نمونه 5   26 قرار است از 40 نفر نمونه‌گیری سیستماتیک انجام شود، ا

باشد، شمارۀ افراد انتخابی می‌تواند ............ باشد.

 1119 25 32 40, , , , B 	 7 15 23 31 39, , , , A

هم  سر  پشت  که  آماری  واحد  سه  شمارۀ  گر  ا سیستماتیک،  نمونه‌گیری  در   27 

باشد، آن‌گاه رابطۀ ............ برقرار است. a b c, , انتخاب‌شده‌اند، به‌ترتیب

 ac b= 2 B 	 a c b+ = 2  A

در نمونه‌گیری سیستماتیک، شمارۀ سه واحد آماری که پشت سر هم انتخاب   28 

‌شده‌اند، می‌تواند ............ باشد.

 25 37 49, , B 	 25 36 49, , A

سرهم  پشت  که  آماری  واحد  سه  شمارۀ  گر  ا سیستماتیک،  نمونه‌گیری  در   29 

برابر با ............ است.  a باشد، مقدار 2 3 1a a, ++ 5 2a−− انتخاب‌شده‌اند، به‌صورت

	 4 A2 3 1 2 5 2( ) ( )a a a+ = + − ⇒
�3 B

7 A 8 B 9 B 10 B 11 A 12 A 13 B 14 A 15 A 16 B 17 A 18 B 19 B 20 A

21 B 22 B 23 A 24 A 25 B 26 A 27 A 28 B 29 A
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... لورل _ هاردی 08
کتاب قانون لورل - هاردی می‌نامیم. کرد. این قضیه را به‌طور قراردادی در این   همواره در یک بخش‌پذیری می‌توان چاق را چاق‌تر و همچنین لاغر را لاغرتر 

a b a b⇒
 

10 5b b⇒− ⇒ −12 36 4 368 24 4 24⇒5 5 2b b⇒ 2 8 2 8 3⇒ × −( )412 412 5⇒ ×

عوامل لاغریعوامل چاقی

1 تقسیم شدن بر یک عدد صحیح1 ضرب شدن در یک عدد صحیح

 a b a b⇒ 4               8 8b ab⇒                 a b a bc⇒ 2b a b a⇒             7 7b a a⇒               bc a b a⇒   

2  کاهش توان2 افزایش توان

   2 6 2 62⇒                   a b a b⇒ 2                  a b a b2 2 5| |⇒a b a b2 ⇒               2 23 2a a⇒              a a3 236 36⇒

 درست نیست.
ً

گر لاغر، چاق شود یا چاق، لاغر شود نتایج به‌دست آمده الزاما که ا  بدیهی است 

کنیم. در تمام موارد زیر لاغر، لاغر‌تر و در عین حال چاق،  که چاق را چاق‌تر می‌کنیم می‌توانیم توأم با آن لاغر را نیز لاغرتر  که همزمان   بدیهی است 

a b a b2 3 6⇒a b a b3 2 2 3⇒2
2a b a b⇒a b a b2 3⇒ چاق‌تر شده است:     

کرد: می‌توان طرفین یک بخش‌پذیری را با هم چاق یا با هم لاغر 

m ma b a b⇒     m∈ − { }0a b a bm m⇒      m ∈a b a bn n ⇒      n ∈a b a bn n⇒      n ∈

2 5 6 5 2 6× × ⇒2 6 2 5 6 5⇒ × ×2 6 2 62 2⇒2 6 2 62 2⇒

کم شدن یک عدد از طرف لاغر باعث لاغری آن نمی‌شود. در واقع  که  جمع شدن طرف چاق با یک عدد صحیح موجب چاقی نمی‌شود همان طور 
که باعث لاغری  که باعث چاقی می‌شود ضرب شدن در عدد صحیح و افزایش توان است و همچنین تنها اعمالی  در قضیۀ لورل - هاردی تنها اعمالی 

کاهش توان است. 510می‌شود تقسیم شدن ] از دست دادن عامل[ و  5 210
3

⇒ −


|                          618 618 4
22

⇒ +


کرد:  در قضیه لورل - هاردی از اتحادهای جبری مخصوصاً اتحاد مزدوج و اتحاد چاق و لاغر می‌توان استفاده 

 a b c a b c b c a b c+ ⇒ + − ⇒ −( )( ) 2 2 چاق، چاق‌تر شد  �        b c a b c b bc c a b c a3 3 2 2+ ⇒ + − + ⇒ +( ) ( ) | لاغر، لاغرتر شد  

کرده باشند: که ممکن است اتحاد چاق و لاغر را فراموش   جهت یادآوری برای اساتید خسته‌ای 
ً

 صرفا

( )( )a b a ab b a b+ − + = +2 2 3 3                ( )( )a b a ab b a b− + + = −2 2 3 3

a b a b− −2 2 a می‌توان نتیجه گرفت:	 b a b a b2 2− = − +( )(  چون(

a b a b− −3 3 a می‌توان نتیجه گرفت:	 b a b a ab b3 3 2 2− = − + +( )(  چون(

a عبارتند از ............  a آنگاه مقادیر مثبت  |6 گر    1 ا

6 12 18, , , ...  B 	1 2 3 6, , ,  A

a عبارتند از ............  a|9 آنگاه مقادیر مثبت  گر   2 ا

9 18 27, , ,...  B 	1 3 9, ,  A

1 A 2 B
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بنابراین ............  3 3 39 5 4== ××  3 می‌دانیم 

3 39 5|  B 	3 34 9|  A

کدام رابطه درست است؟  4 

a a5 7|  B 	a a8 3|  A

a آنگاه ............  am n| گر   5 ا

m n≤  B 	m n≥  A

( )n∈∈ کدام رابطه درست است؟  6 

a an |  B 	a an|  A

n عبارتند از ............  a آنگاه مقادیر  an | 5 گر   7 ا

 1 2 3 4 5, , , ,  B 	5 6 7 8, , , ,......  A

. ............ » a b a c b c| |⇒⇒ ++ ++  8 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ»

B اثبات مستقیم - درست است  A مثال نقض - نادرست است 	

. ............ » a c b c a b++ ++ ⇒⇒| |  9  به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ »

B برهان خلف - درست است A مثال نقض - نادرست است 	

. ............ » a b a c b c| |⇒⇒ −− −−  10 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ »

B اثبات مستقیم - درست است A مثال نقض - نادرست است	

. ............ » a c b c a b−− −− ⇒⇒| |  11 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ »

B مثال نقض - نادرست است A برهان خلف - درست است	

. ............ » a b a b c| |⇒⇒ ±±  12 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ»

B اثبات مستقیم - درست است A مثال نقض - نادرست است	

. ............ » a c b a b±± ⇒⇒| |  13 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ»

B اثبات مستقیم - درست است A مثال نقض - نادرست است	

. ............ » a b a b| |⇒⇒−−  14 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ »

B اثبات مستقیم - درست است A مثال نقض - نادرست است	

. ............ » a b a b| |⇒⇒ −− کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ»  15 به 

B مثال نقض - نادرست است A اثبات مستقیم - درست است	

 . ............ » a b a b| |⇒⇒−− −− به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ » 16 

B اثبات مستقیم - درست است A مثال نقض - نادرست است	

. ............ » a b a mb| |⇒⇒  17 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ »

B اثبات مستقیم - درست است A مثال نقض - نادرست است	

. ............ » a b ma b| |⇒⇒  18 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ»

B برهان خلف - درست است A مثال نقض - نادرست است	

. ............ »ma b a b| |⇒⇒  19 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ »

B اثبات مستقیم - درست است A مثال نقض - نادرست است	

. ............ » a mb a b| |⇒⇒  20 به کمک............ ثابت می‌شود رابطۀ »

B برهان خلف - درست است A مثال نقض - نادرست است	

a آنگاه ............  | 12 گر   21 ا

a |24  B 	a |6  A

|24 آنگاه ............  a گر   22 ا

48 | a  B 	8 | a  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  23 

a b a b| |2 ⇒  B 	a b a b| |⇒ 2  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  24 

ac b a b| |⇒  B 	a bc a b| |⇒  A

ab آنگاه ............  cd| گر   25 ا

ab c|  B 	a cd|  A

b بنابراین ............  c b c b c2 2−− == −− ++( )( )  26 چون 

b c b c b c b c+ − − +| , |  B 	b c b c b c b c+ − − −| , |2 2 2 2  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  27 

a b c a b c2 2− ⇒ +| |  B 	c a b c a b| |2 2− ⇒ −  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  28 

a b c a b c| |+ ⇒ +2 2  B 	a b c a b c| |+ ⇒ −2 2  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  29 

a b c a b c| |− ⇒ +2 2  B 	a b c a b c| |− ⇒ −2 2  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  30 

ac b c a b c| |− ⇒ −2 2 B 	b c ac b c a− ⇒ −| |2 2  A

b ............ است. c a b c a4 4−− ⇒⇒ ++| |  31 نتیجه‌گیری 

B نادرست A درست	

a آنگاه ............  b c2 2 2| −− گر   32 ا

a b c| 4 4−  B 	a b c| 3 3−  A

a آنگاه ............ یک نتیجه‌گیری درست است. b c2 2 2| ++ گر   33 ا

a b c| 3 3+ B 	a b c| 4 4−  A

گزینه درست است؟ کدام   34 

b c b c− +| 3 3  B 	b c b c− −| 3 3  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  35 

	a b c a ab b c3 3 2 2+ ⇒ − +| | B a b c a ab b c3 3 2 2+ ⇒ + +| | A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  36 

	a b bc c a b c| |2 2 3 3+ + ⇒ −  A

a b bc c a b c| |2 2 3 3− + ⇒ −  B

3 A 4 B 5 B 6 A 7 B 8 A 9 A 10 A 11 B 12 A 13 A 14 B 15 A 16 B 17 B 18 A 19 B 20 A 21 B 22 A

23 A 24 B 25 A 26 A 27 B 28 A 29 A 30 B 31 A 32 B 33 A 34 A 35 B 36 A
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9 آنگاه ............  18|  37 می‌دانیم 

9 3 18 3× ×|  B 	9 3 18 3+ +|  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  38 

a b
a

k

b

k
| |⇒  B 	a b ka kb| |⇒  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  39 

a b a b| |3 6 6⇒  B 	a b a b| |2 3 6⇒  A

( )k ≠≠ 0 کدام نتیجه‌گیری درست است؟  40 

  ka kb a b| |⇒  B 	a k b k a b+ + ⇒| |  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  41 

a b a b
n n| |⇒  B 	a b a bn n| |⇒  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  42 

a b a bn n| |⇒  B 	a b
a

n

b

n
n n| |⇒  A

a آنگاه ............  bn n| گر   43 ا

a bm n|  B 	a bm m|  A

a آنگاه ............  bn n| گر   44 ا

na nb|  B 	n ab|  A

گزینه درست است؟ کدام   45 

a b a bn| |⇒  B 	a b a bn| |⇒  A

گزینه درست است؟ کدام   46 

a b a bn| |⇒  B 	a b a bn | |⇒  A

a آنگاه ............  b| گر   47 ا

	a b2 |  B 	a b| 2  A

a آنگاه ............  b| گر   48 ا

a b|2 2  B 	2 2a b|  A

a آنگاه ............  b| 2 گر   49 ا

a b| 3  B 	a b2 |  A

a آنگاه ............  b2 | گر   50 ا

a b3 |  B 	a b|  A

a آنگاه ............  bc3 | گر   51 ا

a bc|  B 	a b|  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  52 

a b a b| |2
2⇒  B 	a b a b3 2| |⇒  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  53 

a b a b| |3 2⇒  B 	2 3a b a b| |⇒  A

a آنگاه ............  b3 2| گر   54 ا

a b| 3  B 	a b4 |  A

ac آنگاه ............  b| گر   55 ا

2a bc|  B 	a bc|2  A

a آنگاه ............  b c2 | گر   56 ا

b ac2 |  B 	ab c|  A

(c )≠≠ ≠≠0 0a کدام نتیجه‌گیری درست است؟  57 

a ab ac bc2 | |⇒  B 	ac c ab c| |2 ⇒  A

 ............ a b n nn n a b| |⇒⇒  58 نتیجه‌گیری

B بستگی به مقادیر a و b دارد. A همواره درست است.	

آنگاه ............  a n| گر  59 ا

a n−1| !  B 	a n| ( )!−1  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  60 

n m n m| !| !⇒  B 	n m n m!| ! |⇒  A

آنگاه ............  n m!| گر  61 ا

n m| −1  B 	n m−1|  A

37 B 38 A 39 A 40 B 41 A 42 B 43 A 44 B 45 A 46 A 47 A 48 B 49 B 50 A 51 B 52 A

53 A 54 B 55 A 56 A 57 B 58 A 59 A 60 B 61 A

 درست نیست؟
ً
  651  کدام نتیجه‌گیری الزاما

a bc ac b⇒ )4 	ac b a bc⇒ )3 	ac b a b⇒ )2 	a b a bc⇒ )1
  652  کدام نتیجه‌گیری نادرست است؟

a b a b
n⇒ )4 	a b a b

n ⇒ )3 	a b a b
n n⇒ )2 	a b a b

n⇒ )1
  653  کدام یک از نتیجه‌گیری‌های زیر همواره درست است؟

a b ac bc⇒ )4 	a b a c b c⇒ + + )3 	a b a c b⇒ − )2 	a b a b c⇒ + )1
  654  کدام نتیجه‌گیری همواره برقرار نیست؟

a b c a b c+ ⇔ +3 3 )2 		 c a b c a b− ⇒ −2 2 )1
a b c a b c+ ⇒ +2 2 )4 	b c a b c a

3 3− ⇒ − )3

 درست است؟
ً
کدام نتیجه‌گیری الزاما  ab c| 2 گر    655 ا

a c| )4 	a c| 3 )3 	b c| )2 	a bc| )1
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09تغییرات توان در بخش‌پذیری 
گر  ا کرد. اما طرف چاق باید بیشتر چاق شده باشد تا آرمان‌های لورل و هاردی حفظ شود، یعنی   می‌توان چاق و لاغر را به طور نامساوی چاق 

باشد، آن‌گاه خواهیم داشت: n m≤ 
a b a bn m⇒                                                                                                      

2 6 2 62 3⇒3 33 4a a⇒a b a b⇒ 4 7

 n m≥ گر  ا آرمان‌های لورل و هاردی حفظ شود، یعنی  تا  باید بیشتر لاغر شود  کرد. اما طرف لاغر  را به طور نامساوی لاغر   می‌توان چاق و لاغر 

باشد، آن‌گاه خواهیم داشت:
a b a bn m ⇒                                                                                                      

4 8 4 83 2⇒5 53 2a a⇒a b a b5 2⇒

کرد و حتی می‌توان طرفین بخش‌پذیری را با هم چاق و یا با هم   می‌دانیم طبق قضیه لورل - هاردی همواره می‌توان چاق را چاق‌تر و لاغر را لاغرتر 

کنیم ممکن است تشخیص این موضوع  که توان‌های چاق و لاغر در ابتدا نامساوی باشد و بخواهیم تغییراتی روی توان اعمال  کرد. اما در حالتی  لاغر 

2 نادرست است: 1 درست، و نتیجه‌گیری  کمی دشوار باشد به عنوان مثال نتیجه‌گیری  کرده‌ایم یا نه،  که آیا در جهت آرمان‌های لورل - هاردی حرکت 

 2 a b a b3 2 2⇒   1 a b a b2 3 2⇒                             
کم شده است ولی یکی از نتیجه‌گیری‌ها نادرست و دیگری درست  که ملاحظه می‌کنید در هر دو بخش‌پذیری یک واحد از توان چاق و لاغر  همان‌طور 

کلی چه تغییراتی در توان چاق و لاغر مجاز و چه تغییراتی غیرمجاز است؟ پاسخ این سؤال در  که در حالت  است. اما چگونه می‌توان تشخیص داد 

که آن را بدون اثبات می‌پذیریم: قضیه زیر نهفته است 
a b a bx ty zx t yz≥ →                                                                                                           

کمتر نباشد. که حاصل‌ضرب توان‌های دور، از حاصل ضرب توان‌های نزدیک  یعنی در صورتی نتیجه‌گیری درست است 

4 8 4 83 2 5 4⇒                                    2 4 2 42 1 3 2⇒     

3 4×

2 5×

2 ×2

1 ×3

که ............  a در صورتی درست است  b a bn m| |⇒⇒  1 نتیجه‌گیری 

n m≥  B 	n m≤  A

گزینه درست است؟ کدام   2 

a b a b| |⇒ 2 3  B 	a b a b2 3| |⇒  A

گزینه درست است؟ کدام   3 

a b a b| |⇒ 3 2  B 	a b a b3 2| |⇒  A

که ............  a در صورتی درست است  b a bx y z t| |⇒⇒  4 رابطۀ

xt yz≥  B 	xt yz≤  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  5 

a b a b2 5 3 4| |⇒  B 	a b a b3 4 2 5| |⇒  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  6 

a b a b3 4 2 3| |⇒  B 	a b a b2 3 3 4| |⇒  A

کدام نتیجه‌گیری درست است؟  7 

a b a b3 7 2 5| |⇒  B 	a b a b2 5 3 7| |⇒  A

1 B 2 B 3 A 4 B 5 A 6 B 7 B

  656  کدام‌یک از نتیجه‌گیری‌های زیر درست است؟

a b a b
3 4 ⇒ )4 	a b a b

2 3 ⇒ )3 	a b a b⇒ 4 3 )2 	a b a b⇒ 2 3 )1

کدام نتیجه‌گیری به‌ازای همۀ مقادیر دلخواه a و b صحیح است؟  a b3 4 گر   657 ا

a b )4 	a b
2 3 )3 	a b

5 6 )2 	a b
4 5 )1
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در شکل مقابل یک مجموعۀ احاطه‌گر محسوب نمی‌شود؟ G گراف     1036 کدام مجموعۀ برای 

� c e f, ,{ } )4 	 c d f, ,{ } )3 	 b d f, ,{ } )2 	 a e f, ,{ }  )1

Dباشد؟ a=={{ که مجموعۀ احاطه‌گر آن{{ Vوجود دارد  a b c=={{ }}, , گراف با رئوس     1037 چند 

4 )4 	3 )3 	2 )2 	 1 )1
کنید شکل مقابل، نقشۀ یک منطقه از شهر است. قرار است در بعضی تقاطع‌های شهر دستگاه خود پرداز نصب شود      1038 فرض 

کثر با رفتن به  که باشد، یا در همان تقاطع به‌ دستگاه خود پرداز دسترسی داشته باشد و یا حدا که هر فرد در هر تقاطعی  گونه‌ای  به 

کار را برآورده نمی‌کند؟  کدام تقاطع‌ها این  کند. نصب دستگاه خود پرداز در  یک تقاطع مجاور به‌دستگاه خود پرداز دسترسی پیدا 

� b f,{ } )4 	 f b,d,{ } )3 	 a d f, ,{ } )2 	 e g b, ,{ } )1
N، کدام مجموعه یک مجموعۀ احاطه‌گر است؟ b a cG ( ) { , }== ,N d c eG ( ) { , }== ,N a b fG ( ) { , }== گر   ا 2 2 2 2 1 1, , , , ,     1039 در گراف G با درجۀ رئوس

{e,a}  )4 	 a c,{ }  )3 	{ , }e f  )2 	 a d,{ }  )1

Nباشد، کدام مجموعه   f g eG ( ) { , }== ,N e a g f N a b c d eG G( ) { , , } , ( ) { , , , }== == گر 4ا 3 2 2 1 1 1, , , , , ,     1040 در گراف همبند G با درجۀ رئوس 

یک مجموعۀ احاطه‌گر است؟

{ , }e b )4 	{ , }b c )3 	 a g,{ } )2 	 c g,{ } )1

عدد احاطه‌گری 29
کمترین تعداد عضو را دارند، مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم می‌نامند.  که  گراف G، مجموعه‌های احاطه‌گری را   در بین تمام مجموعه‌های احاطه‌گر 

نمایش می‌دهیم. γ( )G گراف G می‌نامیم و با تعداد اعضای چنین مجموعه‌ای را عدد احاطه‌گری 

مجموعه می‌گویند. −γ گراف G را یک گاهی اوقات برای راحتی، یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم از   

این  اما  می‌شود  محسوب  احاطه‌گر  مجموعۀ  Dیک  b b b b1 1 2 3 4={ , , , مجموعۀ{ بگیرید.  نظر  در  را  مقابل  شکل  گراف   

یک مجموعۀ احاطه‌گر  ′ =D a a2 1 2{ , مجموعه، مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم نیست. با کمی دقت متوجه می‌شویم که مجموعۀ{

است. γ( )G =2 مجموعه است و در نتیجه −γ مینیمم یا اصطلاحاً یک

اما  می‌شوند.  محسوب  احاطه‌گر  مجموعۀ  یک  کدام  Dهر 
3
={c,a,y} ,D x y z t

2
={ , , , } ,D b

1
={a, ,c,d}مجموعه‌های بگیرید  نظر  در  را   G گراف   

است. γ( )G =2 مجموعه هستند و در نتیجه −γ D یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم یا اصطلاحاً یک c t
5
={ , } Dیا

4
={d,x}مجموعه‌هایی  مانند

c

b dx

a

y

t
z

    

D
4
={d,x}D

3
={c,a,y}D x y z t

2
={ , , , }D b

1
={a, ,c,d}G

است یعنی: γ ( )G یک کران پایین برای p
∆ +





1

عدد احاطه‌گری گراف G باشد، آن‌گاه γ( )G باشد و ∆ کزیمم درجۀ گر G یک گراف p رأسی با ما  ا

γ( )G p≥ ∆ +




1

3 2 4 5 5/ , =  = کوچک‌ترین عددصحیح بزرگ‌تر و یا مساوی x است. مثلًا:                      به معنای سقف عدد x است و نشان‌دهندۀ  x   نماد
                                     �

. از طرفی به‌سادگی معلوم است  γ( )G ≥ 





=5
4  گراف مقابل را در نظر بگیرید. با توجه به قضیه فوق می‌توان گفت که2

D یک مجموعۀ احاطه‌گر است؛ بنابراین عدد احاطه‌گری این گراف دقیقاً 2 است و نمی‌تواند کمتر از 2 باشد. a c= { }, که
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 1 مجموعۀ ............ یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم است.

� b e,{ }  B 	 b d f, ,{ }  A

گراف فوق برابر با ............ است.  2 عدد احاطه‌گری 

3 B 	2 A

 ............ گراف مقابل مجموعۀ   3 در 

مجموعه است.� −−γγ یک

c j e h, , ,{ }  B 	 b i f, ,{ }  A

یک  4 است و مجموعۀ رأس‌های شخص‌شده،   4 در گراف ............ عدد احاطه‌گری 

گراف است. مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم از 

 B 	  A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  5 عدد احاطه‌گری 

6  A

4  B

گراف مقابل برابر با ............ است.  6 عدد احاطه‌گری 

�6 A

7 B

گراف مقابل برابر با ............ است.�  7 عدد احاطه‌گری 

	4 A

3 B

Dبرای گراف زیر،  مجموعه‌های احاطه‌گر  d e f
2
=={ , , } Dو a b c

1
=={ , , }  ............ 8 

مینیمم ............ .

A هردو مجموعۀ - هستند�

B هیچ‌کدام از مجموعه‌های - نیستند

مینیمم  احاطه‌گر  مجموعۀ  یک  مشخص‌شده،  رأس‌های   ............ گراف  در   9 

تشکیل می‌دهند.

 B 	  A

 10 در سؤال قبل، عدد احاطه‌گری برابر با ............ است.

4 B 	3 A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  11 عدد احاطه‌گری 

3 B 	2 A

مینیمم  احاطه‌گر  مجموعۀ  یک  مشخص‌شده،  رأس‌های   ............ گراف  در   12 

تشکیل می‌دهند. 

 B 	  A

گراف فوق برابر با ............ است.  13 عدد احاطه‌گری 

2 B 	3 A

گراف مقابل برابر با ............ است. � 14 عدد احاطه‌گری 

γ( )G = 5  A

γ( )G = 4  B

گراف فوق، مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم ............ است.  15 در 

a f e i c, , , ,{ }  B 	 b g h d, , ,{ }  A

گراف مقابل است.  16 مجموعۀ ............ یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم برای 
�

	 b c d, ,{ }  A

b d,{ }  B

گراف فوق برابر با ............ است.  17 عدد احاطه‌گری 

3 B 	2 A

گراف زیر برابر با ............ است.  18 عدد احاطه‌گری 

5 B 	4 A

گراف دارند،  که احاطه‌گری مینیمم بر   19 در شکل ............ مجموعۀ رأس‌هایی 

به درستی مشخص شده است.

 B 	  A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  20 عدد احاطه‌گری 

2  B 	3  A

گراف زیر برابر با ............ است.  21 عدد احاطه‌گری در 

�3  A

4  B

1 B 2 A 3 A 4 A 5 B 6 A 7 B 8 A 9 A 10 A 11 A 12 A 13 B 14 B 15 A 16 A 17 B 18 B 19 B 20 A 21 A
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گراف زیر برابر با ............ است.  22 عدد احاطه‌گری 

�

3  A

4  B

گراف زیر برابر با ............ است.  23 عدد احاطه‌گری 
�

6  A

5  B

گراف زیر برابر با ............ است.  24 عدد احاطه‌گری 

�
4  A

5  B

گراف زیر برابر با ................. است.  25 عدد احاطه‌گری 

�
6 A

5 B

گراف مقابل برابر با ............ است.�  26 عدد احاطه‌گری 

7 A

8 B

گراف ............ بزرگ‌تر است.  27 عدد احاطه‌گری 

 B 	  A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  28 عدد احاطه‌گری 

3 B 	2 A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  29 عدد احاطه‌گری 

4 B 	3 A

گراف مقابل برابر با ............ است.  30 عدد احاطه‌گری 

�3 B 	4 A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  31 عدد احاطه‌گری 

6 B 	5 A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  32 عدد احاطه‌گری 

6 B 	5 A

گراف زیر برابر با ............ است.�  33 عدد احاطه‌گری 

�   6 B 	4 A

گراف زیر برابر با ............ است.  34 عدد احاطه‌گری در 
�

10 A

11 B

گراف زیر برابر با ............ است.  35 عدد احاطه‌گری 

�
2 A

3 B

گراف فوق، مجموعۀ ............ یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم است.  36 در 

{ , , }e b f  B 	{ , }c h  A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  37 عدد احاطه‌گری 

3  A

6  B

گراف فوق، مجموعۀ ............ یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم است.  38 در 

{ , , , , , }a c e h g i  B 	{ , , }b d f  A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  39 عدد احاطه‌گری 

2  A

3  B

مجموعه است. −−γγ گراف فوق، مجموعۀ ............ یک  40 در 

{ , }a g B 	{ , , }b f d A

است. مینیمم  احاطه‌گر  مجموعۀ  یک  مقابل،  گراف  در   ............ مجموعۀ   41 

�

{f , d , c} A

{g , j, a , c} B

گراف فوق برابر با ............ است. در  γγ( )G  42 مقدار

4  B 	3  A

گراف مقابل، عدد احاطه‌گری برابر با ............ است.�  43 در 

4  A

5  B

22 A 23 A 24 A 25 B 26 A 27 B 28 A 29 A 30 B 31 A 32 B 33 A 34 B 35 A 36 A 37 A 38 A 39 A 40 B 41 A 42 A 43 A
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گراف زیر، مجموعۀ ............ یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم است.  44 در 

� a k j, ,{ }  A

b e g j, , ,{ }  B

گراف فوق برابر با ............ است.  45 عدد احاطه‌گری 

4 B 	3 A

گراف مقابل برابر با ............ است.�  46 عدد احاطه‌گری 

4 B 	3 A

مجموعۀ  یک   ............ مجموعۀ  مقابل،  گراف  در   47 

احاطه‌گر مینیمم است.

� b i p h, , ,{ }  A

 e c i n, , ,{ }  B

گراف فوق برابر با ............ است.  48 عدد احاطه‌گری 

 4  B 	5  A

گراف مقابل برابر با ............ است. � 49 عدد احاطه‌گری 

7  A

 8  B

............ یال  گراف زیر برابر 2 شود، باید حداقل   50 برای این‌که عدد احاطه‌گری 

گراف اضافه شود. به 

�3 A

2 B

است.  ............ به‌صورت  عضوی  دو  احاطه‌گر  مجموعه‌های  زیر  گراف  در   51 
�

a a
i j
,{ }  A

a b
i j
,{ }  B

عدد احاطه‌گری  γγ( )G باشد و ∆∆ کزیمم درجۀ گراف ‌nرأسی با ما گر G یک   52 ا

باشد، آن‌گاه نامساوی ............ همواره برقرار است.

	γ( )G n≥ +




∆ 1

 A

γ( )G n≤ 



∆  B

3==∆∆ باشد، عدد احاطه‌گری نمی‌تواند .............. باشد. گر   53 در گرافی از مرتبۀ 13 ا

4  B 	 3  A

44 A 45 B 46 A 47 A 48 B 49 B 50 A 51 B 52 A 53 A

5کدام است؟ 3 3 3 2 2, , , , , با درجۀ رئوس G گراف     1041 عدد احاطه‌گری در مکمل 

4 )4 	3)3 	2 )2 	 1 )1
کدام است؟ γγ( )G مجموع مرتبه و اندازه 9 است. مقدار G گراف همبند و دور دار     1042 در 

4)4 	3 )3 	2 )2 	 1 )1
کدام است؟ گراف  در این  ∆∆( )G کوچک‌ترین مقدار برای از مرتبۀ 13 عدد احاطه‌گری برابر 3 است،  G گراف     1043 در 

6)4 	5 )3 	4 )2 	 3 )1

گر      1044 گراف مقابل، گراف نظیر با نقشۀ یک منطقه شامل چند روستا و جاده‌های بین آن روستا‌ها و مسافت بین آن‌هاست. ا

کیلومتر  که فاصلۀ هر روستا از نزدیک‌ترین مدرسه بیش از 4  کنیم به‌طوری  بخواهیم چند مدرسه در برخی از روستا‌ها احداث 

کرد؟ نباشد حداقل چند مدرسه باید احداث 

�5 )4 	4)3 	3 )2 	 2 )1

کدام یال عدد احاطه‌گری تغییر نمی‌کند؟ گراف مقابل با حذف      1045 در 

�ab )4 	bd )3 	bc )2 	df )1

دارد؟ C مجموعۀ متمایز فاقد رأس −−γγ گراف مقابل چند  1046    

3 )2 		  2 )1

�5 )4 		 4 )3

که  آن  به‌شرط  مجاورند  G گراف در  ( , ) , ( , )c d a b بازه‌های با  متناظر  رأس  دو  بگیرید.  نظر  در  را  ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )5 7 1 3 3 5 2 4 4 9 بازه‌های  1047    

کدام است؟ G گراف ک این دو بازه تهی نباشد. عدد احاطه‌گری  اشترا

4)4 	3)3 	2 )2 	 1 )1
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کدام است؟ G گراف گری مکمل  از مرتبۀ 5 برابر 54 است. عدد احاطه  G گراف     1048 حاصل ضرب درجۀ رأس‌های 

4)4 	3)3 	2 )2 	 1 )1

کم شود؟ کرد تا عدد احاطه‌گری آن یک واحد  گراف مقابل باید اضافه      1049 حداقل چند یال به 

�4 )4 	3 )3 	2 )2 	 1 )1

گر دو رأس متمایز به‌این شرط مجاور باشند که مجموع اعداد  در نظر بگیرید. ا G Vرا به‌عنوان رأس‌های گراف =={{ }}2 4 6 8 10 12, , , , ,     1050 اعضای مجموعۀ

کدام است؟ G گراف نظیر آن‌ها مضرب 3 باشد، عدد احاطه‌گری 

4)4 	3 )3 	2 )2 	 1 )1

گری ثابت می‌ماند؟ کثر چند یال عدد احاطه  گراف مقابل با حذف حدا     1051 در 

	2 )2 		  1 )1
�4)4 		 3)3

کوچک‌تر است؟ گراف از سایرین  کدام  گری      1052 عدد احاطه 

)4 	 )3 	  )2 	 )1

کدام است؟ گراف  مجموع مرتبه و اندازه برابر 5 است. عدد احاطه‌گری این  G گراف ناهمبند و نامنتظم     1053 در 

4)4 	3)3 	2 )2 	 1 )1

کدام است؟ گراف  G مجموع مرتبه و اندازه برابر 7 و عدد احاطه‌گری 2 است، تعداد رأس‌های از درجۀ مینیمم در این  گراف همبند     1054 در 

4)4 	3)3 	2 )2 	 1 )1

کدام است؟ گراف  از مرتبۀ 7 تعداد یال‌ها برابر 15 است. عدد احاطه‌گری این  G گراف ناهمبند     1055 در 

5 )4 	4)3 	3 )2 	 2 )1

کدام است؟ گراف ناهمبند  کمترین مقدار برای احاطه‌گری یک   1056    

4 )4 	3)3 	2 )2 	 1 )1

کدام است؟ از مرتبۀ 8 عدد احاطه‌گری  G منتظم و ناهمبند −−3 گراف     1057 در 

4 )4 	3)3 	2 )2 	 1 )1

کدام است؟ گراف  کثر مرتبۀ  است. حدا γγ( )G == 3 و ∆∆ ==( )G گراف4     1058 در یک 

21 )4 	16)3 	15 )2 	 12 )1

کدام است؟ 4عدد احاطه‌گری  2 2 2 2, , , , با درجۀ رئوس G گراف     1059 در مکمل 

4 )4 	3)3 	2 )2 	 1 )1

که مجموع اعداد نظیر آن ها برابر 7 باشد، عدد  باشد و دو رأس با این شرط همسایه باشند  G گراف Vمجموعۀ رأس های  =={{ }}1 2 3 4 5 6, , , , , گر     1060 ا

کدام است؟ گراف  احاطه‌گری این 

4 )4 	3 )3 	2 )2 	 1 )1

کدام است؟ گراف  کمترین مقدار ممکن برای عدد احاطه‌گری این  گراف فاقد دور G از مرتبۀ 5 اندازه برابر 3 است.      1061 در 

4)4 	3)3 	2)2 	 1 )1

کدام است؟� گراف مقابل      1062 عدد احاطه‌گری 

5)3 	4 )3 	3 )2 	 2 )1

کاهش می‌یابد؟ کردن حداقل چند یال عدد احاطه‌گری یک واحد  گراف شکل مقابل با اضافه      1063 در 

2 )2 		  1 )1

�4)4 		 3)3
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D یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم است. برای رأس x چند انتخاب متفاوت وجود دارد؟ d h x=={ , , } گراف زیر مجموعۀ      1064 در 

	2 )2 		  1  )1

a

b 

c 

d 

e 

f 

g 

h 

i 

�4 )4 		 3 )3
    1065 در گراف سادۀ G حاصل ضرب مرتبه و اندازه برابر 10 است. کمترین مقدار برای عدد احاطه‌گری این گراف کدام است؟

4 )4 	9 )3 	3 )2 	 2  )1
کدام است؟ گراف  گراف G حاصل ضرب مرتبه و اندازه برابر 8 است، بزرگ‌ترین مقدار ممکن برای عدد احاطه‌گری این      1066 در 

8 )4 	7 )3 	6)2 	 3  )1
کثر چند رأس از درجۀ مینیمم دارد؟ گراف حدا گراف همبند و بدون دور G از مرتبۀ 5 عدد احاطه‌گری برابر 2 است. این      1067 در یک 

5 )4 	4 )3 	3 )2 	 2  )1
کدام است؟  گراف G از مرتبۀ 6 و اندازۀ 13 عدد احاطه‌گری      1068 در 

4( 1 یا 3 3(  1 یا 2	 	2 )2 	 1  )1

است. γ ( )C
n

=2 است و در مکمل آن همواره برابر γ( )C
n

n
= 



3

C عدد احاطه‌گری برابر با
n

گراف‌های  در 
   

Cn نمونه‌هایی از مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم در
v1

v4
v5

v2

v3

v

v

7

8

v6

v9

v1

v4
v5

v2

v3v

v

7

8

v6

v1

v4v5

v2

v3

v7

v6

D v v v={ , , }1 4 7D v v v={ , , }1 4 6D v v v={ , , }1 4 6D v v={ , }1 4

است. γ ( )P
n

=2 است و در مکمل آن همواره برابر γ( )P
n

n
= 



3

عدد احاطه‌گری برابر با P
n

گراف‌های  در 

Pn نمونه‌هایی از مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم در

a b c d e f g h ia b c d e f g

D b e h={ , , }D a d g={ , , }D a d g={ , , }D b e={ , }

است و آن رأس به تنهایی یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم است. γ ( )G است، عدد احاطه‌گری برابر با  1= ∆= −p  در گراف‌هایی که رأس فول وجود دارد، یعنی1

که رأس فول دارند گراف‌هایی  نمونه‌هایی از مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم در 

v1

v2

v3v4

v5

v7

v6

v1

v4

v5

v2

v3

v1

v4

v5 v2

v3

D v={ }
1

D v={ }
1

D v={ }
4

D v={ }
1

کدام از آن‌ رأس‌ها به تنهایی یک مجموعۀ  احاطه‌گر محسوب می‌شوند. گراف دارای چندین رأس فول باشد، هر  گر  که ا بدیهی است 

 در گراف G از مرتبۀ 6 مجموع درجۀ تمام رئوس برابر 30 است، عدد احاطه‌گری این گراف کدام است؟

degv q q
i
= = ⇒ =∑ 2 30 15  مجموع درجۀ رئوس در هر گراف ساده دو برابر تعداد یال‌هاست بنابراین: � 

حال گرافی با 6 رأس و 15 یال یک گراف کامل است که همۀ رأس‌های آن فول است. بنابراین عدد احاطه‌گری آن 1 است.

عدد احاطه‌گری در
C P Kn n n, ,30
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دو نتیجه از  قبلی

γ است. ( )T
n

]درخت ستاره‌ای[ عدد احاطه‌گری برابر1= Tn γاست.1  در گراف ( )kn کامل[، عدد احاطه‌گری برابر1= k ] گراف 
n

2 در گراف

مجموعۀ احاطه‌گر هر رأس دلخواه است.مجموعۀ احاطه‌گر رأس مرکزی است.

است. γ ( )G =2 است، عدد احاطه‌گری برابر با ∆ = −p 2 که رأس ‌فول وجود ندارد اما  رأس نیمه‌فول وجود دارد. یعنی گراف‌هایی   در 

که رأس نیمه فول دارند گراف‌هایی  نمونه‌هایی از مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم در 

... عدد احاطه‌گری در
C P Kn n n, , 30

K عدد احاطه‌گری برابر با ............ است.
7

گراف  1 در 

 7  B 	1  A

Knعدد احاطه‌گری برابر با ............ است. گراف  2 در 

1  B 	n −1  A

Knبرابر با ............ است. گراف  3 عدد احاطه‌گری در مکمل 

n B 	n −1  A

P عدد احاطه‌گری برابر با ............ است.
11

گراف   4 در 

4 B 	3 A

عدد احاطه‌گری ............ است. Pn گراف  5 در 

n
2







 B 	 n
3







 A

E v v v v v v v v=={{ }}1 2 2 3 3 4 19 20, , , ... , گر مجموعۀ یال‌ها به‌صورت ا P20  6 در گراف

باشد مجموعۀ ............ یک مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم است.

v v v v2 5 8 20, , ,...,{ } A

v v v v2 4 6 18, , ,...,{ } B

P برابر با ............ است.
9

گراف  7 عدد احاطه‌گری مکمل 

2 B 	1 A

برابر با ............ است. Pn گراف  8 عدد احاطه‌گری در مکمل 

2 B 	 n
3







A

گرافC13 عدد احاطه‌گری برابر با ............ است.  9 در 

4 B 	5 A

گرافCnعدد احاطه‌گری برابر با ............ است.  10 در 

n
2







 B 	 n
3







 A

E v v v v v v v v=={ , , ,..., }1 2 2 3 3 4 20 1 گر مجموعۀ یال‌ها به‌صورت گرافC20، ا  11 در 

باشد، مجموعۀ احاطه‌گر مینیمم به‌صورت ............ می‌تواند باشد.

{ , , ,..., }v v v v1 3 5 19 B 	{ , , ,..., }v v v v1 4 7 19 A

برابر با ............ است. C6 گراف  12 عدد احاطه‌گری در مکمل 

�3 B 	2 A

Cnبرابر با ............ است. گراف  13 عدد احاطه‌گری در مکمل 

2 B 	 n
3







 A

گراف‌های ............ و ............ برابر است.  14 عدد احاطه‌گری در 

C
n

- K
n

 B 	P
n

- C
n

 A

گراف تهی مرتبۀ n برابر ............ است.  15 عدد احاطه‌گری در 

 n  B 	1  A

گراف ............ یک مجموعۀ احاطه‌گر تک‌عضوی دارد.  16 

 B 	  A

گراف ............ دارای دو مجموعۀ احاطه‌گر یک‌عضوی است.  17 

 B 	  A

1 A 2 B 3 B 4 B 5 A 6 A 7 B 8 B 9 A 10 A 11 A 12 A 13 B 14 A 15 B 16 B 17 A
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37دو مربع لاتین متعامد
کنار هم قرار دادن درایه‌های نظیر در این دو مربع، مربع جدیدی از همان مرتبه  که از  کنید A و B دو مربع لاتین هم‌مرتبه باشند به‌طوری   فرض 
که تمام رقم‌های سمت چپ مربوط به مربع A و تمام رقم‌های سمت راست مربوط به  که هر خانۀ آن حاوی یک عدد دو رقمی است  حاصل شود 
رقمی موجود در خانه‌های مربع  اعداد دو  از  متعامدند هرگاه هیچ یک   B و   A این‌صورت می‌گوییم دو مربع لاتین  برعکس( است. در  )ویا   B مربع 

جدید، تکرار نشده باشند.
 دو مربع لاتین A و B مطابق شکل مقابل متعامدند:

A =     ∧ =B       

1 پر شده باشند. بنابراین  2 3, , ,..., n n متعامد باشند، تمام خانه‌هایی که در یک مربع با رقم »1« پر شده‌اند، در مربع دیگر باید با ارقام متمایز n× گر دو مربع لاتین  ا

برای بررسی متعامد بودن دو مربع لاتین، ابتدا تمام خانه‌هایی را که در یک مربع با رقم 1 پر شده‌اند، مشخص می‌کنیم. سپس در مربع دیگر همین خانه‌ها را بررسی می‌کنیم. 

1 پرشده باشند. در مرحلۀ بعد این کار را برای خانه‌هایی که در یک مربع با رقم 2 پر شده‌اند، تکرار می‌کنیم و ... 2 3, , ,..., n باید این خانه‌ها با ارقام متمایز 

 دو مربع لاتین مقابل متعامد نیستند، زیرا خانه‌هایی که در یک مربع با رقم 1 پر شده‌اند، 

1پر نشده‌اند. 2 3 4 5, , , , در مربع دیگر با ارقام متمایز

 3 3×× بع‌های لاتین هم‌دسته و غیر هم‌دسته  گی‌های مر ویژ

تین با درایه‌های قطر اصلی ‌یکسان تین با درایه‌های قطر فرعی ‌یکساندستۀ اول مربع‌های لا دستۀ دوم مربع‌های لا

                    

2 مربع‌های هم‌دسته باهم متعامد نیستند.1 مربع‌های غیر هم‌دسته ‌متعامد هستند.

4 مربع‌های هم‌دسته از   اِعمال جایگشت روی اعضای هم به‌دست می‌آیند.3 مربع‌های غیر هم‌دسته با جایگشت به یکدیگر قابل تبدیل نیستند.

مختلف وجود دارد. 3 3× 3 با 6 مربع لاتین دیگر متعامد است، بنابراین ‌36 جفت مربع لاتین متعامد 3×  هر مربع لاتین

 1 دو مربع لاتین ............. و ............. متعامدند.

    B 	    A

 2  دو مربع لاتین    و  ............. 

B متعامد نیستند A متعامد هستند	

به شکل کلی  و             .............  3 3××  3  دو مربع لاتین

B متعامد نیستند A متعامدند	

 ............. به شکل کلی    و    3 3××  4  دو مربع لاتین

B متعامد نیستند A متعامدند	

متعامد  Aبا ............. مربع لاتین به‌شکل ==  5 مربع لاتین

است.

1 B 	2 A

برابر با ............. است. b c++  6 دو مربع و  متعامدند،

4 B 	3 A

1 B 2 B 3 B 4 A 5 A 6 A
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 7 مربع‌های لاتین  و  ............. 

B قطعاً غیر متعامدند A می‌توانند متعامد باشند	

 8  مربع‌های لاتین  و  در صورتی ممکن است 

متعامد باشند‌که ............. 

a b c d≠ ≠ ≠ B 	a b c d= = = A

 9 مربع‌های لاتین  و  ............. 

B متعامد نیستند A متعامد هستند	

 10 مربع‌های لاتین و  ............. 

B متعامد نیستند A متعامد هستند	

 11  مربع‌های لاتین    و   متعامدند،حاصل عبارت

برابر با ............. است. a b c d+ + +

12 B 	10 A

 12 مربع‌های لاتین  و    متعامدند، حاصل عبارت

برابر با ............. است. a b c d++ ++ ++

12 B 	10 A

7 B 8 B 9 A 10 B 11 A 12 A

  1309 مربع لاتین مقابل با کدام مربع متعامد است؟	

E )4 	 )3 	 )2 	  )1

aکدام است؟ b c d++ ++ ++ بع لاتین مقابل متعامد باشند، حاصل گر دو مر   1310 ا

2( فقط 10 		 1( 4 یا 6

4( فقط �7     		 3( 8 یا 9

بع متمایز متعامد به شکل مقابل می‌توان یافت؟   1311 چند جفت مر
 و 

�12 )4 	6 )3 	4 )2 	 2 )1

بع لاتین متعامد است؟ کدام مر بع لاتین A با  بع لاتینA، حاصل‌ضرب اعداد روی قطر اصلی برابر 6 است. در این صورت مر   1312 در مر

1

1

1

 )4 	 2

2

2

 )3 	
1

1 )2 	 
2

2  )1

A == بع لاتین متعامد است؟� کدام مر بع لاتین مقابل با    1313 مر

 )4 	  )3 	  )2 	  )1

  1314 مربع لاتین مقابل با کدام مربع لاتین متعامد است؟

   A ==         

      )4 	    )3 	      )2 	    )1
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  1315 تعداد مربع‌های لاتین متعامد با مربع لاتین مقابل کدام است؟� )داخل - 98(

	3 )2 	 	2 )1

1

1

3

3

2

3

2

1 2

�6 )4 	 	4 )3

38نکاتی دربارۀ تعامد

قضایای تعامد

که با جایگشت روی اعضای B به‌دست آید با مربع A متعامد است. گر A و B دو مربع لاتین متعامد باشند، هر مربعی  1 ا

]از  , , ]1 2 2 1 3 3→ → → با جایگشت B
1

B نیز متعامد است زیرا مربع
1
= A با مربع  B متعامدند، بنابراین مربع  = و A =  مربع‌های

روی مربع B به‌دست آمده است.

n باشد، با اعمال هر جایگشت دلخواه روی اعضای A قطعاً مربع لاتینی غیرمتعامد با A به‌دست می‌آید. n× گر A یک مربع لاتین 2 ا

A
1

A با که می‌رسیم و معلوم است  A
1
= ] به مربع لاتین , , ]3 12 21 3→ → → را در نظر بگیرید. با اعمال جایگشت A = مربع لاتین  

متعامد نیست.

گر A یک مربع لاتین از مرتبه 4 یا بیشتر باشد، با   مربعی متعامد با A به‌دست می‌آید و ا
ً

3باشد با تعویض جای دو سطر یا دو ستون از A قطعا 3× گر A یک مربع لاتین 3 ا

 مربعی غیر متعامد با A به‌دست می‌آید.
ً

تعویض جای دو سطر یا دو ستون از A قطعا

A متعامد هستند.
1

A می‌رسیم که A و
1

= با تعویض سطر دوم و سوم به مربع A =  در مربع لاتین 

می‌رسیم که با مربع A غیر متعامد است، زیرا در خانه‌های رنگ‌شده  A
1

= با تعویض سطرهای دوم و سوم به مربع  A =  در مربع لاتین 

1 را مشاهده نمی‌کنیم. 2 3 4, , , ارقام متمایز  A
1

از مربعA رقم 4 قرار دارد و در همین خانه‌ها از مربع

باشد، با اعمال هر جایگشت دلخواه روی  n n×× یک مربع لاتین A   1  اگر

قطعاً مربع لاتینی ............. به‌دست می‌آید. A اعضای

A B غیر متعامد با 	A A متعامد با

 B== با اعمال جایگشت زیر به A==  2   مربع

تبدیل می‌شودکه  از کنار هم قرار دادن درایه‌های نظیر در آن‌ها  مربعی  به  شکل

............. B A,  حاصل می‌شود که نشان می‌دهد
1 2 2 3 3 4 4 1→→ →→ →→ →→, , ,

B غیر متعامدند A متعامدند	

اعمال  با  B متعامدند مربع  B== و A== مربع‌های  3 

تبدیل شود .............  ′′B به مربع 1 2 2 1 3 3→→ →→ →→[[ ]], , , جایگشتی به‌صورت

غیر‌متعامدند  ′B A, B متعامدند	 ′B A, A

با ............. مربع‌های  A باشند مربع 3 3×× دو مربع لاتین متعامد B A,  4  اگر

متعامد است. B لاتین حاصل از جایگشت روی اعضای

B بعضی A همۀ	

با اعمال جایگشت  ′′B باشند مربع n n×× دو مربع لاتین متعامد B A,  5  اگر

 ............. ′′B A, به‌دست آمده باشد، B روی اعضای

B غیر متعامدند A متعامدند	

1 B 2 B 3 A 4 A 5 A

بع حاصل از جایگشت روی اعضای B ]به جز خود B [ متعامد است؟ بع A با چند مر 4باشند، مر 4×× بع لاتین متعامد از مرتبۀ گر A و B دو مر   1316 ا

1 )4 	12 )3 	23 )2 	4 )1
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گزینه درست است؟   1317  کدام 

1( با تعویض جای دو سطر یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی متعامد با مربع لاتین اول به‌دست می‌آید.
2( با تعویض جای دو ستون یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی غیر متعامد با مربع لاتین اول به‌دست می‌آید.

3( با اعمال جایگشت بر روی اعضای یک مربع لاتین، مربع لاتینی متعامد با آن به‌دست می‌آید.
4( هیچکدام

بع  بع B را عوض می‌کنیم تا به مر بع B پدید آید. سپس جای سطر دوم و سوم مر بع لاتین A، ابتدای جای ستون اول و دوم را عوض می‌کنیم تا مر   1318  در مر

بع متعامد است؟ کدام مر بع A با  C برسیم. مر
A==

3 2

2
4( هیچ‌کدام � 	C و B )3 	C 2( فقط 	 B 1( فقط

کاربرد مربع‌های لاتین متعامد 39

A و  A A
n1 2, ,..., که n نفر در n زمان مختلف n وسیلۀ  کاربرد مربع‌های لاتین متعامد برنامه‌ریزی برای دو سوژۀ مختلفA و B است به‌طوری   

گروه B دقیقاً‌ یک بار با هم استفاده شود. گروه A و وسیله‌های  کدام از وسیله‌های  کنند و هر  B را دقیقاً‌یک بار استفاده  B B
n1 2, ,..., همچنین n وسیلۀ 

دارند که می‌خواهند  a b c, ,   فرض کنید سه نفر به نام‌های علی، حسن و رضا سه کُت به نام‌های

آن‌ها را در سه روز مختلف بپوشند به طوری که هر کدام از آن‌ها طی این سه روز هر کدام از کُت‌ها  

را دقیقاً یک‌بار  بپوشد، در این صورت یک مربع لاتین برای برنامه‌ریزی آن‌ها کفایت می‌کند،‌مثلًا‌مربع 

 لاتین مقابل یکی از 12 برنامه‌ریزی متفاوت برای آن‌هاست:

1
a b cروز اول

روز دوم

روز سوم

c a b

acb

علیحسنرضا

                                                                                                                                                                          

نیز داشته باشند و بخواهند آن‌ها را  x y z, , حال اگر این سه نفر سه پیراهن مختلف به نام‌های

در سه روز مختلف بپوشند که هر کدام از آن‌ها طی این 3 روز هر کدام از  پیراهن‌ها را دقیقاً یک‌بار  بپوشد، 

برای برنامه‌ریزی پیراهن‌ها نیز یک مربع لاتین مثلًا به یکی از صورت‌های مقابل می‌توان نوشت:
 2  

x y zروز اول

روز دوم

روز سوم

z x y

xzy

علیحسنرضا

  

 3

 x

y

z

روز اول

روز دوم

روز سوم

z

x

y

x

z

y

علیحسنرضا

حال اگر بخواهیم هر پیراهن با هر کُت دقیقاً یک‌بار استفاده شود، باید هر دو مربع متعامدباشند، 

3 را با هم انتخاب کنیم، که در این صورت برنامه‌ریزی این دو سوژه با هم  1 و مربع یعنی باید مربع  

bxبه صورت مقابل است :

by

bz

az

ax

ay

cx

cz

cy

                                                                                                                                                                                                  
2 را که غیر متعامدند انتخاب می‌کردیم،‌ برنامه‌ریزی به‌صورت مقابل در می‌آمد،  1 ومربع اما اگر مربع 
قرار  استفاده  x سه بار مورد  a با پیراهن  که برنامه‌ریزی نادرستی بود، چون به عنوان مثال کُت 

byمی‌گرفت.

by

by

ax

ax

ax

cz

cz

cz

                                                                                                                                                                                                  

و  A B C, , خ خیاطی  1 و سه چر 2 3, , کارگاه خیاطی سه خیاط    در یک 

سه نخ به رنگ‌های نارنجی، آبی و سبز وجود دارد: 

کند،  خ خیاطی استفاده   از یک چر
ً
گر هر خیاط مجبور باشد در هر روز دقیقا  1 ا

که  برای سه روز مختلف ............. برنامه‌ریزی مختلف برای خیاط‌ها وجود دارد 

برابر با تعداد ............ است.

3 3× B 12 - مربع‌های لاتین 	3 3× A 6 - مربع‌های لاتین متعامد 

 از یک رنگ نخ مختلف استفاده 
ً
گر هر خیاط مجبور باشد در هر روز دقیقا  2 ا

کند برای سه روز مختلف ........... برنامه‌ریزی مختلف برای خیاط‌ها وجود دارد، 

که برابر با ........... است.

3 3× B 72 - مربع‌های لاتین متعامد 	3 3× A 12- مربع‌های لاتین 

باشد،  زیر  به ‌صورت  روز  سه  طی  خیاطی  خ‌های  چر برای  برنامه‌ریزی  گر  ا  3 

 
ً
خ دقیقا که هر نخ در هر چر ............ برنامه‌ریزی مختلف وجود دارد و به ‌طوری 

که برابر با .......... است. یک‌بار استفاده شود 

A 6 - مربع‌های لاتین متعامد با این مربع
اول

دوم

سوم

A B C 

3 12

312

3 21 3 غیر از این مربع                  3× B 11- مربع‌های لاتین 

باشد،  زیر  به ‌صورت  اول  روز  در  خیاطی  خ‌های  چر برای  برنامه‌ریزی  گر  ا  4 

بار  خ در هر روز یک  که هر نخ در هر چر ........... برنامه‌ریزی مختلف وجود دارد 

استفاده شود.

اول
A B C 

1 32                        24 B 	12 A

1 B 2 A 3 A 4 A
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2 69 باید زیر رادیکال مثبت باشد]چون رادیکال در مخرج کسر است، زیر آن 

 1 0 1 1 1− > ⇒ < ⇒ − < <| x | | x | x نمی‌‌تواند صفر باشد[.                               

3 70 به‌‌جای x هر عدد حقیقی دلخواه را می‌توان قرار داد اما ممکن است به‌‌ازای 

بعضی از آن‌‌ها تساوی برقرار نشود که در این صورت یک تساوی نادرست به دست 
می‌آید که به دامنۀ متغیر گزاره‌نما مربوط نمی‌شود.

گزاره‌نما است. 4 71 منظور از D دامنۀ متغیر و منظور از S مجموعۀ جواب 

1  x x D− ≥ ⇒ ≥ ⇒ = +∞1 0 1 1[ , ) �

 2 x x x− < ⇒ − < ⇒ <1 2 1 4 5 �

Sخواهد بود،  [ , )= 1 5 2 یعنی 1 و  ک  گزاره‌نما اشترا بنابراین مجموعۀ جواب 

گزارۀ درست  که به‌‌ازای آن‌‌ها یک  زیرا مجموعۀ جواب مقادیری از دامنه هستند 

به دست می‌آید.

کنیم و مقادیر x را به‌دست آوریم: 2 72 باید معادله را حل 

 
x

x x

x S

2
2 2

2
1 4 4 4 4 4 0

2 0 2 2 2
| x |

| x | | x |

(| x | ) | x | {

− = ⇒ = − ⇒ − + =

⇒ − = ⇒ = ⇒ = ± ⇒ = ,, }−2
�

4 73 بررسی گزینه‌ها:

1  D
1
=                 2  D2 3= − { } �

3  D3 4= +∞[ , )      4 D
4

4= +∞( , ) �

D زیرمجموعۀ سایرین است.
4

بنابراین

4 نیز  گزینۀ  3 به ازای هیچ x حقیقی برقرار نیستند و  2 و  گزینه‌های   74 1

برقرار نیست. x=2 به ازای

1 75 بررسی گزینه‌ها:

. x =1 1 عکس هر عدد طبیعی الزاماً غیرطبیعی نیست مانند

است بنابراین  −12 است، یکی از ریشه‌های معادله 1- و دیگری 3 2 1= + 2 چون

یک ریشۀ صحیح وجود دارد.

که زوج باشد، وجود دارد. 3 عدد اولی 

گنگ الزاماً نامنفی است. 4 قدرمطلق هر عدد 

4 76 همۀ مربع‌ها لوزی هستند، ولی همۀ لوزی‌ها مربع نیستند.

4 77 بررسی گزینه‌ها:

x دو طرف برابر نیستند.  =1 1 به‌ازای

عبارت مرکب خواهد شد. n = 2 به‌ازای41

نامعادله برقرار نخواهد بود. x = −1 3 به ازای

برقرار است. n = 2 4 به‌ازای

که »به ازای  هر x طبیعی لااقل  گزارۀ دو سوری داده شده بیان می‌کند   78 1

 1 گزینۀ  که تنها در  برقرار باشد«  p x y( , ) که رابطۀ  یک y طبیعی وجود دارد 
این موضوع درست است. اما بررسی سایر گزینه‌ها: 

عدد طبیعی برای y  به‌دست نمی‌آید. x=12 به ازای

عدد طبیعی برای y به‌دست نمی‌آید. x=7 3 به ازای

عدد طبیعی برای y به‌دست نمی‌آید. x=5 4 به ازای

x طبیعی وجود  که»لااقل یک  بیان می‌کند  گزارۀ دو سوری داده شده   79 2

رابطۀ  در  که  باشد«  درست  p x y( , ) رابطۀ  y صحیح  عدد  هر  ازای  به  که  دارد 

و هر عدد صحیح دلخواه برای y رابطه درست است.  x=5 به ازای y x2 5≥ −
ازای تمام اعداد صحیح  که به  x نمی‌توان یافت  گزینه‌ها لااقل یک  اما در سایر 

رابطه برقرار شود.

صحیح  y x, 4 80 گزارۀ دو سوری داده شده بیان می‌کند که »به ازای لااقل یک 

برقرار است«. حال به بررسی گزینه‌ها می‌پردازیم: p x y( , ) رابطۀ
رابطه برقرار است. x y= =3 1, 1 به ازای

رابطه برقرار است. x y= =−4 1, 2  به ازای

رابطه برقرار است. x y= =7 1, 3 به ازای

4  مجموع مربعات هیچ دو عدد صحیحی برابر 7 نخواهد شد.

2 81 مجموع مربعات هر عدد صحیح و هر عدد طبیعی حداقل برابر 1 است. 

اما سایر گزینه‌ها برای هر x صحیح و هر y طبیعی برقرار نیستند و همۀ آن‌ها 
نادرست هستند. y=1و x =0 به ازای

  ( x , x x) ,x x∀ > > ≡ ∃ > ≤0 02 2x � 82 4

83 4
 
∼ ∼

∼ � �

( ; ) ;

( a ,b ;(a b ) (a b)) a ,b ;(a b ) (a

∀ ⇒ ≡∃ ∧

∀ ∈ < ⇒ < ≡ ∃ ∈ < ∧

x p q x p q

2 2 2 2 ≥≥ b)

است. p q∧  به صورت p q⇒ گزارۀ شرطی 1 84 نقیض 

 
∼ � �� ��� ��� � ��� ���

� �

[( a ; ) ( a ; )]

( a ; ) ( a

∃ ∈ < ⇒ ∃ ∈ <

≡ ∃ ∈ < ∧ ∀ ∈

a a

a

p q

0 0

0

2

;; )a2 0≥

کنیم به صورت زیر خواهد شد: گزاره را به زبان ریاضی تبدیل  گر  4 85 ا

همۀ   دانشجویان بعضی از دانشگاه‌های تهران، باهوشند
p x y( , )

��� ��
 y
� ��� ���

  $


 x
��� ��

  ∀


                
 ∀ ∃∃ ∀( )≡ ≡x xy yp x y p x y; ;( , ) ~ ( , )

لااقل یکی از دانشجویانباهوش نیست       
هر دانشگاهی در تهران

یعنی »لااقل یکی از دانشجویان هر دانشگاهی در تهران باهوش نیست«.      

86 4 { x | x } { , , ,...}− ∈ = − − −2 1 4 9

4 اختلاف دارد: گزینۀ  1 تنها یک عضو با  گزینۀ  که  کنید  دقت 
 { | x } { , , , ,...}− ∈ = − − −x2 0 1 4 9
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2 280 یکی پسر است یعنی حداقل یکی پسر و آن هم یعنی هر سه دختر نیستند:

 n S

A n A

( )

{(P,D,D)} ( )

= − =

= ⇒ =

2 1 7

3

3

P A( )= 37
                                                                                                          3 حالت

4 281 حداقل یکی دختر یعنی هر سه پسر نیستند:
n S

A n

( )

{(D,D,P),(D,D,D)} (A)

= − =

= ⇒ =

2 1 7

4

3
P A( )= 47

                                                                                     1 حالت            3 حالت

کنار می‌گذاریم، حال باید از دو  فرزند اول را    282 4

Pفرزند بعدی حداقل یکی پسر  باشد: A( )= −







=1

2
0
2

3
42

2 283 حداقل یک »رو« یعنی »هر سه پشت« نیامده است.

n S

A n A

( ) { }

{(R,R,P),(R,P,P),(P,R ,P)} ( )

(P,P,P)= − = − =
= ⇒ =
2 8 1 7

3

3
P A( )= 37

کنار می‌گذاریم و انگار باید در یک خانواده با 2 فرزند هر  2 284 دو فرزند اول را 
n S

A

( )

{(P,P)} n(A)

= × =
= ⇒ =
2 2 4

1
P A( )= 14 دو پسر باشند:�

1 285 بزرگ‌ترین و کوچک‌ترین فرزند را کنار می‌گذاریم، 

Pبنابراین باید از 3 فرزند وسط دقیقاً یکی پسر باشد: A( )= =






3
1
2

3
83

 
ج شده برابر نیستند، بنابراین   4 286 چون می‌دانیم مهره‌های قرمز و سبز خار

که دو مهره قرمز و دو مهره سبز است قابل قبول نیست در نتیجه:  حالتی 

P A( )=




 −

= − × =

























3
3

3
2

4
1
4
2

7
4

4
35 6 3

4
17

 
که مجموع سه عدد زوج باشد، باید هر سه عدد زوج یا دو تا  3 287 برای این 

فرد و یکی زوج باشد، پس:
P A( )=







+
= + =



















3
3 1

1 183
3

3
1

4
2

1
19 �

 
مهره‌های سبز را با شمارۀ فارسی و مهره‌های زرد را با شمارۀ انگلیسی   288 2

نمایش می‌دهیم، پس:

1 2 3 4 31 2 45 5   P A( )= 49 �

 

کنیم و داده‌های مسئله را روی نمودار  بهتر است یک نمودار وِن رسم  289 3

کنیم: کنیم، حال باید )قبولی ریاضی | قبولی فیزیک(‌P را حساب  مشخص 
پیشامد مطلوب

ریاضیفیزیک

25 20

جدید S 

15
   P A( )= + = =15

25 15
15
40

3
8 �

و تعداد اعداد مضرب 10 و 15  10010 10





= 1 290 تعداد اعداد مضرب 10 برابر

است: 10030 3





= برابر 

 
 P A( )= 310

    
                                            

                                        S=100                                     

          
علی

                  
291 4

n S( )= 



 =62 15 انتخاب‌های سروش     =



 =51 5   P A( )= =515

1
3

 

n n A P A(S) , ( ) ( )=



 =



 ⇒ = =12

2
11
1

11
66

1
6 � 292 3

 

          
سارا

        
293 1

n S( )=



 =73 35 مانا و مهسا       n(A)=



 =52 10 P A( )= =10

35
2
7

 1 P P A B(A |B) P(A |B) ( | )′ = − = ⇒ =1 2
3

1
3 � 294 2

 2 P A B
P A B

P B

P A B
P( | )

( )

( )

( )
(A B)= ⇒ =

−
⇒ = 



1
3 1 56

1
18

 3⇒ = + − = + − =P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩ 1
4
1
6
1
18

13
36

295 21 P A
P A

P

P A B

P P

(B| )
(B )

(A)
/

( )

/

(A B) / (A B) / /

= ⇒ =

= ⇒ = +

∩ ∩

∩ ∪

0 7 0 2
0 14 0 2 0 22−− =0 14 0 28/ /

2 P B A
P B A

P A

P A B

P A
( | )

( )

( )

( )

( )

/

/
/′ ′ = ′ ′

′
= −

− = =∩ ∪1
1

0 72
0 8 0 9

را پیدا می‌کنیم: P A B( ) مقدار P B A( | ) 2 296 ابتدا با استفاده از

1 P
P A

P

P
P A B(B|A)

(B )

(A)
/

(A B)

/
( ) /= ⇒ = ⇒ = 

0 4 0 3 0 12

را به دست می‌آوریم: P B( ) P مقدار B A( | )′ حال با استفاده از

2 P
P A

P

P B P

P A

P B

(B|A )
(B )

(A )
/

( ) (A B)

( )

/
( ) /

/

′ =
′

′ ⇒ = −
−

= −

 0 3 1

0 3 0 12
0 7 ⇒⇒ − = ⇒ =P B P B( ) / / ( ) /0 12 0 21 0 33

کنیم: پیدا  P A B( | ) P و B( ) P را با داشتن A B( | ) وحالا می‌توانیم

3 P A B
P A B

P B
( | )

( )

( )

/

/
= = = = 0 12

0 33
12
33

4
11

 
297 4

P
P A

P

P

P A

P B P A B

P A

P P

(B|A )
(B )

(A )

(B A)

( )

( ) ( )

( )

(B) (

′ = ′
′

= −
′

= −
−

= −

 

1

AA)

( )1

3
4
1
3

1 13

9 4
12
2
3

5
12
2
3

15
24

5
8− =

−

−
=

−
= = =

P A
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11 دادۀ آماری برابر صفر است، پس همۀ آن‌ها با یکدیگر  چون واریانس   485 4

a باشند. چون با اضافه شدن داده‌های  برابرند. حال فرض می‌کنیم همۀ داده‌ها 

16 میانگین تغییر نمی‌کند، پس a برابر است با میانگین این  اعداد یعنی 24 26, ,

a حال واریانس داده‌های جدید را محاسبه می‌کنیم:  = + + =24 16 26
3 22

 σ2
2 2 2 211 22 22 24 22 16 22 26 22

14= × − + − + − + −( ) ( ) ( ) ( )

σ σ2 0 4 36 16
14

56
14 4 4 2= + + + = = ⇒ = =

2 486 چون میانگین داده‌های قبل از چارک اول با میانگین داده‌های بعد از چارک 

سوم برابر است، پس همۀ داده‌های آماری با یکدیگر برابر هستند. حال فرض می‌کنیم 

تغییر  میانگین  25 12 8, , داده‌های شدن  اضافه  با  چون  باشند.   a داده‌ها  همۀ 

 a = + + =8 12 25
3 15 نمی‌کند، پس a برابر است با میانگین این اعداد یعنی

حال واریانس داده‌های جدید را به دست می‌آوریم:

 σ2
2 2 2 217 15 15 8 15 12 15 25 15

20= × − + − + − + −( ) ( ) ( ) ( )

σ2 0 49 9 10020
158
20 7 9= + + + = = /

4 487 چون میانگین دادۀ اضافه شده با میانگین داده‌های اولیه برابر نیست 

به‌صورت زیر عمل می‌کنیم:
1 x nx x

i i
= ⇒ = × =∑ ∑ 4 3 12

2 y = + =12 8
5 4

3 16 14 3 1002 2 2= − ⇒ =∑∑x x
i i
( )

4 y
i
2 2100 8 164= + =∑

است.   164 آن‌ها  مربعات  مجموع  و   4 آن‌ها  میانگین  که  داریم  داده   5 حال 

بنابراین واریانس آن‌ها قابل محاسبه است:

5 σ
new
2 21 164

5 16 8455 164 4 16 8= × − = − = = /

گروه از داده‌ها با هم برابر است، بنابراین: 2 488 میانگین دو 

σ
σ σ2
2 2 15 12 10 7 6

15 10
256
25 10 24=

+
+ = × + ×

+ = =
n m

m n
A B /

/

 σ = = =1024
1000

32
10 3 2/

گروه از داده‌ها با هم برابر است، بنابراین: 2 489 میانگین دو 

σ
σ σ2
2 2 12 12 6 24 7 2

36=
+
+ = × + ×n m

m n
A B / /

σ σ2 151 2 172 8
36

324
36 9 3= + = = ⇒ =/ /

زیر  بنابراین به‌ترتیب  برابر نیست،  آماری داده شده  گروه  3 490 میانگین دو 

 1  x
new

= +
+ = +

+ =× ×6 12
6

72
6

9 14
9

126
9 13 2/ عمل می‌کنیم: �

 2 σ
A i

i
i

x

m
x x x2 2

2
2 2 26 1

6 12 900= − ⇒ = − ⇒ =∑ ∑ ∑( )

 3 σ
B i

i
i

y

n
y y y2 2

2
2 2 24 1

9 14 1800= − ⇒ = − ⇒ =∑ ∑ ∑( ) �

  4 σ
new

2 900 1800
6 9 13 2 180 174 24 5 762= +
+ − = − =( ) / //

σ = =5 76 2 4/ /

گانۀ محاسبۀ ضریب تغییرات را طی می‌کنیم: 3 491 مراحل سه 

1 x
x

n
i= = + + + + + + = =∑ 14 14 13 12 11 11 9

7
84
7 12

2 σ2
2 2 2 2 2 2 212

7 2 852 2 1 0 1 1 3
7

20
7=

−
= + + + + + + = =∑( )

/
x
i

3 CV
x

= =σ 2 85
12

1 7
12 0 14/ /

/ 

 2 3 6 8 8 9 12 134 6 11 12, , , , , , , , , , ,
� ��� ��� � ��� ���

                    492 3

نتیجه  در  و  بود  Q3خواهد  11 5= / سوم  چارک  و  Q1 5= اول چارک  بنابراین 

که برای سهولت  بین چارک اول  و سوم قرار می‌گیرند.  6 6 8 8 9 11, , , , , داده‌های

کم می‌کنیم: در محاسبۀ واریانس از همۀ داده‌ها 8 واحد 

1 x x− = − + − + + + + = ⇒ =8 2 2 0 0 1 3
6 0 8( ) ( )

2 σ σ2
28 4 4 0 0 1 9

6 3 3=
−

= + + + + + = ⇒ =∑( )x

n
i

3 CV
x

= =σ 3
8

1 7
8 0 21 

/
/

σ در نظر بگیریم، با توجه به  و  x xها را
i

گر میانگین و انحراف معیار 3 493 ا

σ صورت سؤال داریم:  σ σ= ⇒ = × ⇒ =4 4 4CV
x

x

است. 2 1 92 4 1x + = × + = 2برابر با 1x
i
+ بنابراین میانگین داده‌های

2 494 می‌دانیم مجموع اختلاف داده‌ها از میانگین داده‌ها برابر صفر است، 

1 x =12 بنابراین عدد 12 همان‌میانگین داده‌هاست. یعنی:�

 2 σ σ2
2 450

50 9 9 3=
−

= = ⇒ = =∑( )x x

n
i

3 CV
x

= = = =σ 3
12

1
4 0 25/  �

1 x
x

n
i= = =∑ 72
12 6 � 495 3

2 σ σ2 2 2 21 1
12 480 6 4 2= − = × − = ⇒ =∑

n
x x
i
( ) �

3 CV
x

= = =σ 2
6
1
3
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2 در نمودار احتمال بر حسب برآورد میانگین جامعه، میله‌هایی که در وسط قرار 

دارند به پارامتر جامعه نزدیک ترند. بنابراین عدد2 دقیق‌ترین برآورد برای میانگین 
جامعه است.

3 از روی نمودار احتمال برحسب برآورد میانگین، نمی‌توان تعداد اعضای جامعه 

را مشخص کرد.
4 از روی نمودار احتمال برحسب برآورد میانگین، نمی‌توان تعداد اعضای نمونه‌های 

انتخاب شده را مشخص کرد.

طرفین[  از  متساوی‌البعد  جملات  ]یا  وسطی  میلۀ  دو  مقدار  میانگین   596 4

x = + =12 14
2 13 دقیق‌ترین برآورد از پارامتر جامعه را می‌دهد:�

 { , }a b گر نمونۀ دوتایی را ا  597 2

فرض کنیم،کافیست چند حالت از تمام 

پیدا  را   a b+
2

برای ممکن  حالات 

کنیم و احتمال  آن‌ها را به دست آوریم، 

ارتفاع  می‌شود  ملاحظه  که  همان‌طور 

میله‌های اول و دوم با هم و میله‌های 

بنابراین  سوم و چهارم نیز با هم برابر است، 

2 جواب است. گزینۀ 

xPنمونۀ انتخاب شده

{ , }1 321
10

{ , }1 531
10

{ , },{ , }1 7 3 542
10

{ , },{ , }1 9 3 752
10

 { , }a b را دوتایی  نمونۀ  گر  ا  598 4

برای  را  احتمال  کافیست  کنیم،  فرض 

در  کنیم  1پیدا  1 5 2, / , برآوردهای 

مشخص  نمودار  کلی  نمای  این‌صورت 

در  تکراری  می‌شود. حال چون داده‌های 

به‌صورت را  آن‌ها  دارد  وجود  جامعه 

}در نظر  می‌گیریم. , , , , }1 2 41 2

بلندتر  میلۀ دوم  و  برابر  و سوم  اول  میله‌های  ارتفاع  با توجه به اعداد جدول 

است بنابراین گزینۀ 4  جواب است.

a b+
2

}فرض کرده و تمام  مقادیر ممکن برای , }a b 3 599 نمونه‌های دوتایی را

و احتمال آن‌ها را به‌دست می‌آوریم:

xPنمونۀ انتخاب شده

{ , }3 43/51
6

{ , }3 64/51
6

{ , },{ , }3 7 4 652
6

{ , }4 75/51
6

{ , }6 76/51
6

با توجه به اعداد جدول4 میله با بلندی یکسان وجود دارد.

می‌دانیم تعداد میله‌های موجود در نمودار احتمال بر حسب برآورد   600 2

میانگین، نشان دهندۀ تعداد برآوردهای مختلف است.

}فرض کنیم، باید تمام حالات ممکن برای , , }a b c بنابراین اگر نمونۀ سه تایی را

سه جواب  a b c+ + را پیدا کنیم. که با توجه به اعداد داده شده برای a b c+ +
3

به دست می‌آید یعنی نمودار احتمال از 3 میله تشکیل شده است. 5 6 7, ,

4 601 با توجه به نمودار داده شده، سه مقدار مختلف برای برآورد میانگین 

جامعه وجود دارد به طوری که احتمال برآورد مقدار وسطی، از بقیۀ اعداد بیشتر 

aباید سه مقدار  b+ a}در نظر بگریم، برای ,b}است. حال اگر نمونۀ دوتایی را

مختلف به دست آید. بنابراین به بررسی گزینه‌ها می‌پردازیم:
 1  { , , , }1 3 5 7

a b , , , ,+ = + + + = + + +1 3 1 5 1 7 3 5 3 7 5 7
4 6 8 10 12
� � � �� �� � � 5 مقدار  

 2  { , , , }1 2 6 8

a b , , , , ,+ = + + + + + +1 2 1 6 2 6 1 8 2 8 6 8
3 7 8 9 10 14
     

6 مقدار 

3  { , , , }II1 2 2 �

a b ,2 2 2+ = + = + = + + = + = +1 1 12 2 2
3 4

II II II� ��� ��� � ��� ��� 4 مقدار  

4  { , , , }1 21 2 �

a b , ,1 1 12 2 2+ = + + = + = + = + +1 1 12 2 2
2 3 4
� � ���� ���� � 3 مقدار  

σ σ
x

n
= می‌دانیم انحراف معیار برآوردهای میانگین جامعه  از رابطۀ 602 2

است. σ σ
x n
2

2

= با برابر  میانگین  برآوردهای  واریانس  یعنی  می‌آید‌،  دست  به 
بنابراین می‌توان گفت واریانس برآوردهای میانگین با عکس اندازۀ نمونه رابطۀ 

مستقیم یا با اندازۀ نمونه رابطۀ عکس دارد.

معیار  انحراف  با  σx یعنی میانگین جامعه  برآوردهای  معیار  انحراف   603 4

است. σ σ
x

n
= جامعه رابطۀ مستقیم دارد چون

 604 4
σ σ σ
x x

n
= ⇒ = = = =4 84

25
2 2
5

4 4
10 0 44/ / /

/ �

605 3σ σ σ σ
x x

n n
= ⇒ = = = =2

2 16
400

1
25 0 04/ �

606 2
σ σ σσ σ σ σ
x x x

n
= ⇒ = ⇒ = =

25
1
5

20
100

گفته  است، حال  σ≠0از هم متمایزند، بنابراین چون بعضی داده‌ها   607 2

شده انحراف معیار و واریانس جامعۀ آماری برابرند، بنابراین:

σ σ σ σ σ σ σσ2 2 0 1 0 10= ⇒ − = ⇒ − =  → =≠
( )

�
σ σ σ
x x

n
= ⇒ = = =1

100
1
10 0 1/

xPنمونۀ انتخاب شده

{ , }1 111
10

{ , }{ , }

{ , }{ , }

1 12
2

2

21 1
1/54

10

{ , }2 221
10
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75 1 1 75 3 25 5 152= × + ⇒ + = × = × = ×b r r r (br ) � 744 2

  1
r

br

=
+ ={ 1
1 75

b = 74     2  
r

br

=
+ ={ 3
1 25  b = 8        3  

r

br

=
+ ={ 5
1 15

              در این حالت جواب صحیحی برای b به‌دست نمی‌آید.

که عبارتند از: دو شرط در مسئله داده شده است  745 4

  1 a bq q= +                2 a b q r+ + + =109 �
2 خواهیم داشت: 1  در رابطۀ  با جایگذاری رابطۀ 

( )bq q b q q bq b q+ + + + = ⇒ + + =109 3 109

حال برای حل این معادله 3 واحد به طرفین تساوی اضافه می‌کنیم:�

q b b b q( ) ( )( ) ...+ + + = + ⇒ + + = × = × =3 109 3 1 1 112 2 563 3
112
 

                                     
به دست می آید. q        غ‌ق‌ق است چون0=

بنابراین بزرگ‌ترین مقدار مقسوم‌علیه به‌صورت زیر به‌دست می‌آید:
q

b b

+ =
+ = ⇒{ =
1 2
3 56 53 �

746 3a bq q

a b q

= +
= − + +{ ( )( )3 5 0   bq q bq b q+ = + − −5 3 15 �

⇒ = − ⇒
=  →
− = ⇒ = +





==
4 5 3

5
3 4 4 3

5 101 2
q b

q k

b k b k

q
k

( )
,

,

�

که: کند، این است  فقط می‌تواند مقادیر 1 و 2 را اختیار  k دلیل این‌که

b r k k k k> ⇒ + > ⇒ < ⇒ =4 3 5 3 1 2,
 

2 747 تنها راه حل مسئله استفاده از شرط تقسیم است:

725 10 725 10= + ⇒ = −b r r b �

0 10 725 72 5725 10 11 725 65≤ ≤ ⇒ ≤− ⇒{< > ⇒ >
b b

b b

b b

/ ...

/
�

به‌صورت  b گرفتن از دو نامساوی به‌دست آمده مقادیر قابل قبول برای ک  با اشترا

b = 66 67 72, ,...,� �� �� زیر است:�

1 748 هر عدد صحیح براساس باقی ماندۀ تقسیم خود بر 7 به یکی از صورت های

است: 7 3k ± یا 7 2k ± یا 7 1k ± 7k یا
  1 a a kk= ⇒ = ′7 72

  2 a a kk= ⇒ = ′ +±7 1 7 12 �

  3 a a kk= ⇒ = ′ +±7 2 7 42 �

  4 a a kk k= ⇒ = ′ + =± ′′ +7 3 7 9 7 22   �

است که  5 4k + و 5 3k + و 5 2k + 2 749 مجموعۀ C شامل اعدادی به شکل

است. 5 3k + و عدد 13 به شکل 5 2k + عدد 12 به شکل

که 22 به این  خواهد بود  4 2k + شامل اعدادی به صورت A
4

2 750 مجموعۀ

شکل است.

است: n k4 16 1= + و n q2 8 1= + گر ‌n فرد باشد، 4 751  می‌دانیم ا

n n k qk q k4 24 11 4 11 16 32 1616 1 8 1 16+ + = + + = + + =+ + ′( ) ( ) �

24 1k + به شکل p2 3 است. بنابراین هر عدد اول دورقمی قطعاً بزرگتر  از  752 2

p k k k2 5 24 1 5 6 4 1 6+ = + + = + = ′( ) است:�

16خواهند بود: 1k + به شکل b4 و a4 گر a و ‌b فرد باشند، آنگاه 2 753 ا

a b k k k k k4 4 16 1 16 1 16 16− = + − ′ + = − ′ = ′′( ) ( ) ( ) �

a a a a a k3 1 1 6− = − + =( )( )� �� �� � 754 2

قابل  اعداد  کوچکترین   b و   a به  یعنی  می‌کنیم،  استفاده  میان‌بُر  راه  از   755 1

پذیرش را می‌دهیم:
   1
a

b
ab a b

=
={ ⇒ − = × − = −1
2 1 2 1 4 62 2( ) ( )

 2  , 1  ( , )− − =6 24 6
 2
a

b
ab a b

=
={ ⇒ − = × − = −1
3 1 3 1 9 242 2( ) ( )

a مضارب 2و3و5 نمی تواند باشد بنابراین  باشد، یعنی  ( , )a 90 1= چون 756 1

a خوهد بود: =11 a و عدد قابل پذیرش بعدی = 7 کوچکترین عدد قابل پذیرش

1 a = ⇒ − =7 7 1 482 � 
 2  , 1  ( , )48 120 2 3 243= × =               

2 a = ⇒ − =11 11 1 1202

هم‌نهشتی  این  در  و  است  43 19 24− = که باشد  a b k− =12 باید 757 3

3 جواب است. گزینۀ کند. بنابراین  صدق می 

4 758  بررسی گزینه‌ها:

                              1 71 43 114 17− − = ≠( ) k            2 55 101 156 23− − = ≠( ) k       

3 − − − = ≠71 98 27 12( ) k           4 36 55 91 7 13− − = ×=( )          

3 759 چون پیمانه مجهول است هم‌نهشتی را به‌صورت بخش‌پذیری می‌نویسیم:

145 54 145 54 91≡ ⇒ − ⇒
m

m m| |  ⇒ =m 7 91 یا 13 یا �

کوچک می‌کنیم: حال عدد 185 را در پیمانۀ یکی از اعداد 7 یا 13 یا 91 

185 2 91 3 3
91

= × + ≡

a و 41 و 132 در  m سه عدد 3 760 وقتی گفته می‌شود در هم‌نهشتی به پیمانۀ

هم‌نهشت هستند:  m یک کلاس هم‌ارزی قرار دارند یعنی این سه عدد در پیمانۀ

132 41≡ ≡
m m

a �
کنیم: حال ابتدا باید پیمانه را پیدا 

132 13241 41 91 7 13 91≡ ⇒ − ⇒ ⇒ =
m

m m m| | , ,

 m = 7 کلاس هم‌ارزی افراز شود بنابراین کم‌تری   به تعداد  گفته‌ مجموعۀ چون 

a a k a
k≡ ⇒ = +  → ==7

41 1047 41 9 است و در نتیجه:�

گر اعداد صحیح را بر 7 تقسیم کنیم 7  کلاس هم‌ارزی مختلف ایجاد می‌شود  ا 761 1

را به‌عنوان یک کلاس و بقیۀ باقی‌مانده‌ها  B و A امّا در این‌جا هر کدام از مجموعه‌های

گرفته است.  کلاس در نظر   Aرا به عنوان یک 

B 

23

k 7 +2

32

k 7 +4

C 
21

k 7 +3 k 7 +5
k 7 +1k 7

13k 7 +6

�

7 جواب

حاصل‌ضرب سه عدد متوالی
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هر دور به طول 4 در این گراف به شکل  989 2

که دو رأس آن از رأس‌های بالایی و دو  زیر است 

انتخاب می‌شود  از رأس‌های پایینی  رأس دیگر 

32   در نتیجه تعداد دورهای با طول 4 برابر است با:  
4
2 3 6 18



 × = × =



 �

نمودار گراف مطابق شکل زیر است که  990 3

دارای سه دور به طول 3 و دو دور به طول 4 و 

کُل دارای 6  یک دور به طول 5 است.یعنی در 

دور است.�

گراف 2-منتظم مرتبۀ 9 به یکی از شکل‌های زیر است:  991 4

C
9

یا  C C3 6+ یا C C4 5+ یا C C C
3 3 3
+ + �

کثر 3 دور دارد. یعنی تعداد دورهای آن 4 نیست. در نتیجه حداقل یک دور و حدا

 2 دارای  رأس‌ها  تمام  باز  همسایگی  992 2

گراف 2-منتظم مرتبۀ 7 است.  عضو است یعنی 

و چون ناهمبند است دارای 2 دور است:

4 993 همسایگی بستۀ تمام رأس‌ها سه عضوی است یعنی درجۀ تمام رأس‌ها 

کثر 4 دور دارد. گراف 2-منتظم مرتبۀ 13 است و حدا 2 است. یعنی 

 994 3p p p2 50 5



 × =  → =

تعداد دورهای با طول 4  = 



 × − = × =5
4

4 1
2 5 3 15( )! �

p p p2 14 7



 − =  → = � 995 2

= تعداد دورهای با طول3  



 × − =7
3

3 1
2 35( )! �

گر یک  ا گراف 3- منتظم باید حداقل 4 رأس داشته باشد. در نتیجه   996 4

گراف 8 رأسی ناهمبند، قرار باشد 3-منتظم هم باشد، الزاماً باید به دو بخش 4 
به  K داریم. تعداد دورها 

4
کامل گراف  افراز شود. یعنی مطابق شکل دو  رأسی 

طول 4 برابر است با:
 2 4

4
4 1
2 2 1 3 6× 



 × − = × × =[
( )!

]    �

نمودار گراف به صورت مقابل است  که دارای   997 2

است.   3 طول  با  دور   4 همچنین  و   4 طول  به  دور   3

یعنی 7 دور دارد.

که با برداشتن رأس درجۀ یک تعداد  3 998 گراف مورد نظر به‌صورت زیر است 

Kبه هم چسبیده است،  K3 4, دورها تغییر نمی‌کند، حال گراف اخیر یک گراف
4
3
2
2 1 5





 × + =! بنابراین تعداد دورهای به طول 3 در آن برابر است با:�

    

K 4
3K 

pr q p p= ⇒ × = × ⇒ =2 3 2 12 8 � 999 3

در  K
4

گراف  دو  از  که  است   8 مرتبۀ  منتظم   -3 گراف  یک  گراف  این  بنابراین 

کنار هم تشکیل شده است.

=تعداد دورهای با طول 4  



 × − × =4
4

4 1
2 2 6( )!

که دارای 7 دور است. می ماند  K
4

گراف کنار بگذاریم یک  گر رأس a را  ا 1000 3

Kتشکیل شده است، بنابراین باید دورهای با  K1 5, 3 1001 گراف از اجتماع

کنیم: پیدا  K
5

5طول 3 و 5 را در
3
2
2
5
5
4
2 10 12 22



 × +



 × = + =! ! �

دارای دورهای با طول 3,4,5 است که تعداد هر کدام از آن‌ها  K
5

2 1002 گراف

به صورت‌زیر است:
 1  53

2
2 10



 × =!     2

5
4
3
2 15



 × =!      3

5
5
4
2 12



 × =!      

بنابراین تعداد دورهای با طول 4 از همه بیشتر است.

که از همۀ رأس‌ها می‌گذرد دور با طول p است بنابراین: دوری  1003 3

p

p

p
p p p





 × − = ⇒ − = = ⇒ − = ⇒ =( )!

( )! !
1
2 12 1 24 4 1 4 5

تعداد دورهای با طول3  = 



 × =5
3
2
2 10!

گراف 4 تیپ دور به طول 5 دیده می‌شود: در یک  1004 2

               

دور است. 5 5 1 1 12+ + + = گراف دارای بنابراین این 

گراف دارای 4 تیپ دور با طول 5 است. این  1005 4

 

 

دور است.  5 5 1 1 12+ + + = گراف دارای بنابراین این 

 ) ( یعنی  گراف  مرکزی  قسمت  در  1006 4

که با اضافه شدن دو  سه دور به طول 4 وجود دارد 

قسمت کناری در هر طرف دو دور به طول 4 دیگر در 

گراف اضافه می‌شود یعنی در مجموع 7  هر طرف به 

گراف وجود دارد. دور به طول 4 در 

4×3 1007 گراف دارای 2 نوع دور با طول 4 است:

       4 1 5+ =

ai 

b j b i 

aj 

3

2

4

2

3

+C 4 C 3
+C 4 C 3

 آزمون و خطا

    آزمون و خطا
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دقت  ( )2 6a b c+ − به رنگ جمله‌ها و ارتباط آن‌ها با محاسبات در بسط 1286 2

 ( )
!

( )
!

( )
!

!2 21 11 3
6 4 60 2402 1 3− × = − × = − کنید:�

از  برابر 2 شود.   y 1 و توان  برابر   x باید توان  xy2 ایجاد شدن جملۀ برای  1287 3

طرفی چون مجموع توان‌ها باید 5 باشد، پس توان عدد 2 نیز برابر 2 است، بنابراین 

کنید: دقت  ( )3 2 5x y+ + به رنگ جمله‌ها و ارتباط آن‌ها با محاسبات دربسط

 xy2ضریب = × = × =( )
!

( )
!

( )
!

!3 11 22 2
5 12 30 3601 2 2

کل جملات بسط برابر  کنیم، تعداد  فرض  x x x1 2 3, , گر توان جملات را 2 1288 ا

است حال چون می‌خواهیم  x x x1 2 3 8+ + = تعداد جواب‌های صحیح و منفی معادلۀ

عدد 2 قرار می‌دهیم و داریم: x
1

توان x برابر 2 باشد، در معادله به جای

 2 8 62 3 2 3+ + = ⇒ + =x x x x  N = +



 =1 6
1 7

هستند. بنابراین باید تعداد  x x x1 2 3, , 4 1289 فرض می‌کنیم توان جملات بسط

یعنی x1 3> شرط با  را  x x x1 2 3 7+ + = معادلۀ نامنفی  و  صحیح  جواب‌های 

x1به دست آوریم، بنابراین 4 پرتقال از 7 پرتقال موجود را کنار می‌گذاریم و 3  4≥

پرتقال باقی‌مانده را بین 3 نفر توزیع می‌‌کنیم:

 x x x1 2 3 3+ + = N = +



 =2 3
2 10

]می‌خواهیم، پس  قدر مطلق  , ]0 3 1 1290 چون تعداد جواب‌های صحیح را در بازۀ 

و  می‌کنیم  اضافه  اول  طرف  به  را  x
4

نامنفی و  صحیح  متغیر  بنابراین  است.  بی‌تأثیر 

نامعادله را به معادله تبدیل می‌کنیم:
 x x x x x x x1 2 3 1 2 3 42 2+ + ≤ ⇒ + + + =| |

گرفته، پس  به آن عدد می‌دهیم: x قرار 
3

حال چون رادیکال روی متغیر

1 x x x x3 1 2 40 2= ⇒ + + = N1
2 2
2 6= +



 =

N= + =6 3 9
2 x x x x3 1 2 41 1= ⇒ + + =  N2

2 1
2 3= +



 =

در نظر می‌گیریم، بنابراین  x x x1 2 3 3 1291 عدد سه رقمی موردنظر را به صورت

x
1

1≥ را با شرط x x x1 2 3 9+ + ≤ باید تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی نامعادلۀ

x را به طرف اول اضافه می‌کنیم و نامعادله 
4

به‌دست آوریم. حال متغیر صحیح و نامنفی

را به معادله تبدیل می‌کنیم: 

x x x x x x x xx
1 2 3

1
4 1 2 3 49 81+ + + =  → + + + =≥ N = 



 =11
3 165

را به  را به طرف چپ اضافه می‌کنیم و نامعادله  x
4

متغیر صحیح و نامنفی 1292 3

معادله تبدیل می‌کنیم، اما متغیرهای اصلی نامعادله باید طبیعی باشند، بنابراین ابتدا 

3 پرتقال از 7 پرتقال موجود را به آن‌ها می‌دهیم و 4 پرتقال باقی‌مانده را توزیع می‌کنیم:

x x x x1 2 3 4 4+ + + = N = +



 =3 4
3 35

باید  می‌نویسیم. حال  3 81 2 3≤ + + ≤x x x ابتدا نامعادله را به صورت  1293 4

را از تعداد جواب‌های صحیح  x x x1 2 3 2+ + ≤ تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی 

x کم کنیم، بنابراین هر دو نامعادله را به معادله  x x1 2 3 8+ + ≤ و نامنفی نامعادلۀ 

تبدیل می‌کنیم:
1  x x x x1 2 3 4 8+ + =+  N1

3 8
3 165= +



 =

N= − =165 10 155

2 x x x x1 2 3 4 2+ + =+  N2
2 3
3 10= +



 =

را به طرف اول اضافه می‌کنیم و نامعادله   x
4

1 1294 ابتدا متغیر صحیح و نامنفی

دارای  x
2

تبدیل می‌کنیم. حال چون متغیر  x x xx
1 3 42 72+ + =+ را به معادلۀ

حالت غیرعادی است، پس باید به آن عدد می‌دهیم:

1 x x x x2 1 3 41 5= ⇒ + + =  N1
5 2
2 21=
+



 =    

N= + =21 10 3 1

2 x x x x2 1 3 42 3= ⇒ + + = N2
3 2
2 10= +



 =

با  را  و تعداد خودکارها   x
i

با را  افراد می‌رسد  به  که  گر تعداد مدادهایی  ا  1295 3

نمایش دهیم،خواهیم داشت: y
i

1 y y y1 2 3 5+ + =   N1
4 2
2 15= +



 =

2 x x x1 2 3 4+ + =   N2
5 2
2 21= +



 =

حال چون توزیع مدادها و خودکارها توأم با هم انجام می‌شود باید تعداد جواب‌های 

N N N= = =× ×1 2 15 21 315 کنیم:� این دو معادله را در هم ضرب 

دستگاه  به  تا  می‌کنیم  جای‌گذاری  بزرگ‌تر  معادلۀ  در  را  کوچک‌تر  معادلۀ  1296 4

ساده‌تری برسیم:
 { + + + + =

+ + =
x x x x x
x x x
1 2 3 4 5

1 3 5

5
2 { + =

+ + =
x x
x x x
2 4

1 3 5

3
2

حال تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی دو معادلۀ اخیر را در هم ضرب می‌کنیم:

N N N= × = =









 = × =+





+



1 2

3 1
1

2 2
2

4
1
4
2 4 6 24

تعداد راه‌های ممکن برابر  با تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی دستگاه  1297 3

زیر است:
 { + + + + =

+ =
x x x x x
x x
1 2 3 4 5

1 2

7
4 { + + =

+ =
x x x
x x
3 4 5

1 2

3
4

N N N= × = = × =+





+



1 2

3 2
2

4 1
1 10 5 50

کامل می‌کنیم:  343 1298 با توجه به اعداد معلوم مربع لاتین را  2

1 4

31

2

4

1

2

3

132 4

    a b+ = + =3 2 5
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