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 دايره و تعاريف اوليه
 č¶aÃ0\كه به اين  استنام مركز دايره، مقدار ثابتی  ها از يک نقطۀ ثابت به مجموعۀ تمام نقاطی از صفحه كه فاصلۀ آن

  دهند. نشان می C(O,R)را با Rو شعاع  Oبه مركز  Cگويند. دايرۀ  مقدار ثابت شعاع دايره می

 :·F﹊±  الساقين هستند.  ها شعاع دايره باشد، مثلث متساوی هايی كه دو ضلع آن مثلثشعاع دارد. شمار  بیهر دايره
شعاع گونه مسائل است. البته ممكن است در بعضی مسائل خودمان  كليد حل اين ،های زير دو ساق برابر قرار دادن زاويه

  مناسبی را رسم كنيم.

 EhG :مقابل،  در شكلDE  قطر دايره وO گر مركز آن AODاست. ا  60 وBOE  20  ،باشند
  چند درجه است؟ BCEزاويۀ 
۱( ۱۵      ۲( ۲۰   
۳( ۲۵     ۴( ۳۰   

 Yi1C : ۲(گزينۀ(  
   داريم: Oقطۀ در ن .آوريم را به دست می AOBابتدا زاويۀ 

 AOB AOB    60 20 180 100      
OAزيرا ؛الساقين است متساوی AOBمثلث  OB R  در مثلث . بنابراينAOB :داريم  

     A B A B A B        100 180 80 40   
   

  است. پس: OBCزاويۀ خارجی مثلث در مثلث رنگی،  Bزاويۀ  BCE BCE   40 20 20     

  :EhGزير،شكل  در O دايره و  مركز نيمDE گر دايره است. شعاع نيم با برابر OCDا  30 زاويۀ  ،باشد
BDC چند درجه است؟  
۱( ۱۵    ۲ (۲۰  
۳ (۲۵    ۴ (۳۰  

 Yi1C : ۱(گزينۀ(  
OCزيرا ؛الساقين است متساوی COEكنيم. مثلث  وصل می Eبه  Oاز  OE R ويۀ . پس زاE  در اين مثلث
 باشد میالساقين  نيز متساوی OEDپس مثلث  ،دايره است برابر شعاع نيم DEكه  است. از طرفی با توجه به اين 30نيز
CEOزاويۀچون و   30، پس:  ،زاويۀ خارجی اين مثلث است      30 15   

  بي نقطه و دايرهاوضاع نس
از مركز دايره، از شعاع دايره بيشتر  Aدر اين حالت فاصلۀ نقطۀ  است: C(O,R)دايرۀ بيرون A نقطۀ 
OA)است R).  

شعاع دايره با بر از مركز دايره، برا Bدر اين حالت فاصلۀ نقطۀ  است: C(O,R)روی دايرۀ B نقطۀ 
OB)است R).  
تر  از مركز دايره، از شعاع دايره كم Dدر اين حالت فاصلۀ نقطۀ   است: C(O,R)درون دايرۀ D نقطۀ 
OD)است R).  

  دايره 

  اول فصل

  1درسنامة 
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OH R

OH R

 EhG : فاصلۀ نقطۀA از مركز دايرۀC(O,   است؟ Cدرون دايرۀ  Aنقطۀ  ،xاست. به ازای چند مقدار صحيح  x7برابر 3(
۱( ۲  ۲ (۳  ۳ (۴  ۴ (۱  
 Yi1C :) ۲گزينۀ(  

OAايدب R  باشد. در ضمن چونOA پس همواره است،، فاصلۀ دو نقطهOA    ريم:. بنابراين داباشد می 0
x

OA R x x x x IÄ 6IÄ


               0 0 7 3 7 4 4 7 5 7
z'''''"   

 a﹋_G:  گر فاصلۀ نقطۀ فرض  dبرابر  را C(O,R)مركز دايرۀتا  Aا
از  ،Cاز محيط دايرۀ  Aترين فاصلۀ نقطۀ  گاه بيشترين و كم كنيم، آن

اين روابط به  مقابلهای  آيد كه با توجه به شكل روابط زير به دست می
  بستگی ندارند. Cو دايرۀ  A وضعيت نقطۀ

| d R |  ترين و  كمd R  بيشترين فاصله  

|وجود قدرمطلق درتوجه كنيد كه  d R |  گر dبا ترين فاصله برابر كم ،بيرون دايره باشد Aبه خاطر اين است كه ا R  گر ترين  درون دايره باشد، كم Aو ا
Rبا فاصله برابر d شود. است كه وجود قدرمطلق باعث پوشش هر دو حالت می  

  :EhG فاصلۀ نقطۀA از مركز دايرۀC(O,   م است؟كدا Aترين نقاط دايره تا نقطۀ  است. مجموع فاصلۀ دورترين و نزديک ۸برابر  3(
۱( ۱۴  ۲ (۱۲  ۳ (۱۶  ۴ (۱۸  
 Yi1C :) ۳گزينۀ(  

dا توجه به توضيحات سؤالب  Rو 8    است. پس: 3
A d R

A d R

½oÄHj óI£º ¸ÄoUn»j ±ÅIÎIU 
IÀï¾±ÅIÎ Ì¼μ\¶

IU ½oÄHj óI£º ¸ÄoUï¦Äjqº ±ÅIÎ
    

        

8 3 11
11 5 16

8 3 5
¾
¾

  

  اوضاع نسبي خط و دايره
، dخط  تامركز دايره خط و دايره دو نقطۀ مشترک دارند و فاصلۀ  در اين حالت اند: متقاطع C(O,R)و دايرۀ dخط  

  تر است. از شعاع دايره كم

   OH R  
aG² č¶aÃ0\ گويند. خطی كه دو سر آن روی دايره باشد، وتر دايره می به پاره  

č¶aÃ0\ ax﹇ قطر دايره  ول آن دو برابر شعاع دايره است.شود كه ط گذرد، قطر دايره ناميده می وتری كه از مركز دايره می
  باشد. ترين وتر دايره می بزرگ

كه به آن  هستندخط و دايره تنها در يک نقطه مشترک در اين حالت  مماس است: C(O,R)بر دايرۀ dخط  
  ه است. شعاع دايربا گويند. فاصلۀ مركز دايره از خط مماس برابر  نقطه، نقطۀ تماس می

 ·NÂF±: بر خط مماس بر دايره عمود است. ،در نقطۀ تماس ،شعاع دايره  

  
در اين حالت خط و دايره هيچ نقطۀ مشتركی ندارند و فاصلۀ مركز دايره تا   :كند نمیرا قطع  C(O,R)دايرۀ dخط  

  از شعاع دايره بيشتر است. dخط 

  
  

  

  :EhG خطd به فاصلۀx10  دايرۀاز مركزC(O, كند. مجموع مقادير طبيعی ممكن برای  را در دو نقطه قطع می Cقرار دارد و دايرۀ  3(
x كدام است؟  

۱( ۲۵  ۲ (۳۲  ۳ (۳۴  ۴ (۲۷  
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 Yi1C :) ۴گزينۀ(  
OHشكل مقابل بايدا توجه به ب R  .درضمن واضح است كهباشدOH    است. پس: 0

x
OH R x x x x , ,


               0 0 10 3 10 7 7 10 8 9 10n'''''"   

با برابر xمجموع مقادير طبيعی بنابراين   8 9 10   است. 27

  دار در دايره هاي نام زاويه
 č¾c﹋a﹞ »Ã²0b رو به آن  وبهيۀ مركزی  با اندازۀ كمان رای است كه رأس آن بر مركز دايره واقع است. اندازۀ زاو زاويه

  برحسب درجه، برابر است.
 AOB AB    

 č¿y1V﹞ »Ã²0b هايش دو وتر از دايره است. اندازۀ هر زاويۀ محاطی برابر  روی دايره و ضلع آن ای است كه رأس زاويه
  است. برحسب درجه نصف كمان مقابل آنبا 

 BCBAC  2 2


   

 č¿¨} »Ã²0b ای است كه رأس آن روی دايره، يک ضلع آن وتر دايره و ضلع ديگر آن مماس بر دايره است.  زاويه
  است. برحسب درجه نصف كمان مقابل آنبا اندازۀ هر زاويۀ ظلی برابر 

 ABBAC  2 2


   

  :EhG ،در شكل مقابلO مركز دايره،BAC  40 وCOE  100  است. زاويۀACB چند درجه است؟  
۱( ۴۰    ۲ (۴۵  
۳ (۵۰    ۴ (۳۵  

 Yi1C :) ۲گزينۀ(  
CEپس ،است CEزاويۀ مركزی رو به كمان  COEزاويۀ   100.  چون زاويۀ از طرفیCBE  زاويۀ محاطی رو به كمان
CE پس ،استCBE  100 502


  خواهد بود. زاويۀACB  زاويۀ محاطی رو به كمانBE  و زاويۀEBA  زاويۀ
  داريم: ABCپس با هم برابرند. حال در مثلث  ؛هستند BEظلی رو به كمان 

( )        50 40 180 2 90 45       

  كمان، قطاع و قطعه
č®1¬﹋ ³لy 360كمانی به اندازۀ ،چون محيط يک دايره و به طولR2  است، پس طول كمانAB با  صورت زير به

  آيد: دست می به يک تناسب ساده
L L R
R

     


22360 360    

  :EhGهای  شكل مقابل، طول كمان درAB وA B  تر چند برابر با هم برابر است. شعاع دايرۀ بزرگ 
  تر است؟ دايرۀ كوچک شعاع
۱(1 5/     ۲ (۲  
۳(2 5/     ۴ (۳  

 Yi1C :) ۲گزينۀ(  
  باشند. پس: Rو شعاع دايرۀ بزرگ Rو شعاع دايرۀ كوچک  Lهر دو كمان برابر كنيم طول  فرض می

L R

L R

           

802 360 2
402 360

R 


80
360  2 R   40

360
RR R
R
     


80 40 2    
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﹇č¶aÃ0\ ~1x نامند. سطح محصور بين دو شعاع يک دايره را قطاع دايره می  

  
č~1x﹇ EW1h﹞ 360چون مجموع زوايای مركزی در يک دايره برابر است، پس مساحت قطاع با زاويۀ مركزی به  به صورت زير

  آيد: دست می
S S R
R

    


2
2360 360    

  :EhGگر مساحت دو قطاع رنگی با هم برابر باشد، زاويۀ برابر شعاع دايرۀ كوچک ۴تر  ، شعاع دايرۀ بزرگزيرشكل  در چند  تر است. ا
  درجه است؟

۱( ۱۴۰    ۲ (۱۵۰  
۳ (۱۶۰    ۴ (۱۷۰  

 Yi1C :) ۳گزينۀ(  
گر شعاع  R  و داريم: شود می R4بزرگ باشد، شعاع دايرۀ Rدايرۀ كوچک ا 2

360
( R)2 104

360




R 2 R  216   10 160   

 ·NÂF±: گر به جای   كنيم: استفاده می برای محاسبۀ مساحت قطاع زاويۀ مركزی قطاع، طول كمان را داشته باشيم، از رابطۀ زير ا
L
R L S RLS

RS R
R

          

2
2

2360
2 2

360





   

  :EhGمساحت قطاعی از دايره6 .گر طول كمان قطاع است   شعاع دايره كدام است؟ اندازۀباشد،  2ا
۱( ۳  ۲ (۶  ۳ (۱۲  ۴ (۴  

 Yi1C :) ٢گزينۀ(  
RLSا توجه به رابطۀب  R  داريم: است، قطاعمتناظر طول كمان  Lشعاع دايره و  اندازۀ Rمساحت قطاع،  Sكه در آن  2 R    26 62   

č¶aÃ0\ ﹉Ã »︺x﹇ ناميم. در يک دايره، ناحيۀ محصور به يک كمان و وتر متناظرش را قطعه می  
č·︺x﹇ EW1h﹞  الساقين  مساحت مثلث متساویبرای محاسبۀ مساحت قطعه كافی استOAB كنيم. كم  ،را از مساحت قطاع 

  بنابراين داريم:
AOBS S S S R R sin¾÷õ¤ ÌIõ¤ ¾÷õ¤

      2 21
2360

   

 ·O³G: ضرب دو ضلع در سينوس زاويۀ بـين دو ضـلع  در فصل سوم خواهيم ديد كه مساحت مثلث برابر با نصف حاصل
  است. 

S bcsin A 1
2  

  :EhGمثلث زيرشكل  در ،ABC 6و ۶الزاويه و به اضلاع قائم  قائم ای  دايره ۶و شعاع  Aاست. به مركز  3
  رسم شده است. مساحت قسمت رنگی كدام است؟

۱( 4 3     ۲( 2 2 3   
۳( 6 3 3     ۴( 6 9 3   

 Yi1C :) ۴گزينۀ(  
  داريم: ABC ۀالزاوي در مثلث قائم

BC AB AC BC ( ) BC BC BC               2 2 2 2 2 2 2 26 6 3 36 36 3 4 36 2 6 12   
Cپس ،نصف وتر استبرابر  ABچون ضلع   30 و در نتيجهB  60 از نقطۀ باشد می .A )به ) مركز دايرهE 
ضلاع الا متساوی BAEمثلث  ،است 60،الساقين است و چون زاويۀ زير ساق متساوی BAEمثلث كنيم.  وصل می

  داريم: پس ،خواهد بود
S ( ) ( )Â«ºn

Ì°ò¯H Á»IvT¶ W±X¶ SeIv¶

     2 260 36 6 6 9 34360



     
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,C(Oبيرون دايرۀ Aنقطۀ   - 1 گر 3( OAقرار دارد. ا x 8  ،برای باشدx چند مقدار طبيعی وجود دارد؟  
٣) ٤  ٤) ٣  ٥) ٢  ٦) ١  

,C(Oو دايرۀ dخط   - 2 گر فاصلۀ مركز دايره تا خط مفروض اس 4(   كدام است؟ dترين نقاط دايره تا خط  باشد، فاصلۀ نزديک ۱۰برابر  dت. ا
٧) ٤  ٦) ٣  ٤) ٢  ٥) ١  

  تواند باشد؟  است. شعاع دايره كدام می ۱۳و  ۷به ترتيب  ای دايرهاز  Aترين و دورترين فاصلۀ نقطۀ  نزديک  - 3
٦) ٤  ٤) ٣  ١٠) ٢  ٢) ١  

،در شكل مقابل  - 4   »BN AN AMB ANB 3   چند درجه است؟ BNاست. كمان  4
٥٤) ٢    ٣٦) ١  
٦٠) ٤    ١٨) ٣  

  چند درجه است؟ دايره است. مركز نيم Oدر شكل مقابل،   - 5
٢٠) ٢    ١٨) ١  
٢٤) ٤    ٢١) ٣  

گر  ۲دايره به شعاع  مركز نيم O ،در شكل مقابل  - 6 ABنقطۀ تماس و Aاست. ا AC  باشـد، طـول
  كدام است؟ CDخط  پاره
١(7     ٣) ٢  
٤    ٢) ٣(5   

گر Tو  Cدايره و نقاط  مركز نيم Oمركز دايره، Oدر شكل مقابل،    - 7 ATنقاط تماس هستند. ا  8 
TBو    باشند، اندازۀ شعاع دايره كدام است؟ 4
٢     ٤) ١(8

3     

٣(9
2     ٤(7

3   
گـر  مركز نيم Dالزاويه و  ذوزنقۀ قائم ABCDدر شكل مقابل،    - 8 نقـاط تمـاس،  Eو  Aدايره اسـت. ا

 8EC وFC    كدام است؟  BEخط باشد، طول پاره 2
١٠) ٢    ٨) ١  
٧) ٤    ٩) ٣  

گر  Oای به مركز  درون ربع دايره ٤و  ١های  دايره به شعاع در شكل مقابل، دو نيم  - 9 بر  ADقرار دارند. ا
  كدام است؟ AD، طول تر مماس باشد دايرۀ بزرگ نيم
١(3 10     
٢(2 30   
٣(3 20       
٤(2 15   

گر AB ،در شكل مقابل  -10 BCقطر دايره است. ا BE 2   باشد، شعاع دايره كدام است؟ 4
٢    ٥) ١(3 2   
٣) ٤    ٤) ٣  

گر Cدايره و  مركز نيم Oدر شكل مقابل،   -11 DCنقطۀ تماس است. ا   DFخط  باشد، طـول پـاره 8
  كدام است؟

٩) ١  
١٠) ٢  
١١) ٣  
٨) ٤  



يازدهم هندسه |   14    
  

ABC،نقاط تماس Eو  Dمركز دايره، نقاط  Oدر شكل مقابل،   -12  30 وBC  گر مسـاحت  6 است. ا
  شعاع دايره كدام است؟اندازۀ باشد،  ۲۴برابر  ABCمثلث 

١(3
4     ٢(8

9   

٣(5
7     ٤(24

11   

گر EOموازی  ACدايره و  مركز نيم Oدر شكل مقابل،   -13 ACBاست. ا  70 وABE  5  باشد، زاويۀ
BAC چند درجه است؟  

٥٠) ٢    ٤٠) ١  
٧٠) ٤    ٦٠) ٣  

  چند درجه است؟ زاويۀدايره است.  مركز نيم O ،در شكل مقابل  -14
٥٠) ٢    ٤٥) ١  
٦٠) ٤    ٥٥) ٣  

گر، قطرهای دازيردر شكل   -15 ODيره برهم عمودند. ا AB  ،زاويۀباشد است؟ چند درجه  
٢٥) ١  
٣٠) ٢  
٣٥) ٣  
٤٠) ٤  

  كدام است؟ ABCOمركز ربع دايره است. مساحت مستطيل  Oدر شكل مقابل،   -16
٨٠) ١      
٩٦) ٢  
١٢٠) ٣  
١٢٨) ٤  

CDقـرار دارد. حاصـل Oای به مركز  درون ربع دايره ٨ و ٦در شكل مقابل، مستطيلی به ابعاد   -17 AE 
  كدام است؟

٦) ٢    ٨) ١  
٥) ٤    ٧) ٣  

گر طول ضلع مربع كوچـک برابـر  Oدر شكل مقابل،   -18  ۲مركز ربع دايره و دو چهارضلعی مربع هستند. ا
  طول ضلع مربع بزرگ كدام است؟ ،باشد

٢    ٥) ١(4 2   
٣(2 2 2     ٤(2 2 3  

گر بر قطر نيم DCدر شكل مقابل،    -19 DBدايره عمود است. ا  2 ACو 5  خط  باشند، طول پـاره 8
DC كدام است؟  

٢    ٣) ١ (2 3   
٤    ٤) ٣(3 2   

گر طول قطعات ايجادشده روی وتر توسط نقطۀ تمـاس  هالزاويه، دايره به مركز رأس قائم در مثلث قائم  -20  ٨و  ٥بر وتر مثلث مماس است. ا
  باشد، فاصلۀ نقاط تلاقی دايره با اضلاع قائم مثلث كدام است؟

١(4 3   ٢(5 3   ٣(3 5   ٤(4 5   
گـر  ۴و شعاع   Dو دايره به مركز  ۴مربع به ضلع  ABCDدر شكل مقابل،   -21 وسـط  Eرسم شده اسـت. ا

  چند درجه است؟ AFEضلع مربع باشد، زاويۀ 
٨٥) ٢    ٩٥) ١  
٨٠) ٤    ٩٠) ٣  
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گر شعاع نيمهستندقاط تماس ن Fو  Eنقاط  ،در شكل مقابل  -22 CDو ۱دايرۀ كوچک برابـر  . ا  باشـد،  1
  دايرۀ بزرگ كدام است؟ نيمشعاع 

٣) ٢    ٦) ١  
٤) ٤    ٢) ٣  

گر Eدر شكل مقابل،   -23 ABنقطۀ تماس است. ا  ACو 27  م دايـره كـدا عاع نيمشـباشد، طول  36
  است؟

٢٠) ٢    ١٨) ١  
٢٢) ٤    ١٥) ٣  

گرقطر دايره است.  AB ،در شكل مقابل  -24 CBا  EFو 6    شعاع دايره كدام است؟ باشند، اندازۀ 4
١(2 5   
٢(3 2   
٤ )٣   
٤(2 3   

را فـرود  BDبر مماس دلخواه دايره عمـود  Bدهيم. از نقطۀ  امتداد می Bرا به اندازۀ خود تا نقطۀ  OA، شعاع Oدر يک دايره به مركز   -25
گر می ADBآوريم. ا  34 باشد، زاويۀ OAD  ٩٤ اخلياضی در  چند درجه است؟  
١٤٦) ٤  ١٠٢) ٣  ٧٣) ٢  ٦٨) ١  

2ای به مركز رأس آن و شعاع ، دايرهواحد ٢در مربعی به ضلع   -26 ترين رأس مربع تـا  كند. فاصلۀ نزديک واحد، دو ضلع مربع را قطع می /5
  ٩٥داخل  ياضیر  نقطۀ تقاطع كدام است؟

١(1
4   ٢(1

2   ٣(2
2   ٤(3

2   

ها را در نقـاط  های مستطيل و امتداد آن ضلع Aمستطيل است. دايره به مركز  ABCDدر شكل مقابل،   -27
M ،N  وP گر BMقطع كرده است. ا  7،MC  DPو 8    كدام است؟ NCخط  باشد، طول پاره 10
٣) ٢    ٤) ١  
٣(/2 5     ٤(3 5/   

  چند درجه است؟ Cگذرد. زاويۀ  می Dو  Bاز رئوس  Aدر ذوزنقۀ شكل مقابل، دايره به رأس   -28
١(30     ٢(45   
  ان تعيين كرد.تو ) نمی٤     60)٣

فاصلۀ اين دو نقطه از هم  .كند آن را در دو نقطه قطع می اضلاع، ٥، دايره به مركز يک رأس مستطيل و شعاع ٨و  ٤در مستطيل به ابعاد   -29
  كدام است؟

١(2 7   ٢(3 2   ٤  ٤) ٣(2 5   
گـر طـول قطعـات  ، طول مستطيل را در دو نقطه قطع میها يكی از رأسای به مركز  دايرهاست.  ۵برابر  ABCDل عرض مستطي  -30 كند. ا

  باشد، شعاع دايره كدام است؟ ۳و  ۲های مستطيل  تر ايجادشده بر روی طول كوچک
٨) ٤  ١١) ٣  ١٣) ٢  ١٠) ١  

 Dای بـه رأس  روی دايره Fو  Tنقاط و  Cای به رأس  روی دايره Eو  Tدر مستطيل شكل مقابل، نقاط   -31
گر DEقرار دارند. ا EF  FCو 4    كدام است؟ ABCDباشند، مساحت مستطيل  2

٤٤) ٢    ٣٦) ١  
٤٨) ٤    ٥٢) ٣  

7دايره در شكل مقابل، شعاع نيم  -32   كدام است؟ ABCDاست. مساحت مربع  /5
٣٠) ٢    ٥٤) ١  
٤٥) ٤    ٣٦) ٣  
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نقـاط تمـاس هسـتند.  Kو  Lمركـز دايـره و نقـاط  Oمستطيل است.  ABCDدر شكل مقابل،   -33
گر ABا  BCو 25    باشند، اندازۀ شعاع دايره كدام است؟ 32
١٦) ٢    ١٥)  ١  
١٨) ٤    ١٧) ٣  

  ٩٥خارج  ياضیر  كدام است؟ CDبر ضلع  و مماس Bو  Aت. شعاع دايرۀ گذرا بر دو رأس واحد مفروض اس ۴به ضلع  ABCDمربع   -34
١(2 25/   ٢(2 5/   ٣(2 2   ٣) ٤  

  ت مربع كدام است؟است. مساح ۵برابر  CDو مماس بر ضلع  Bو  Aمفروض است. شعاع دايرۀ گذرا از دو رأس  ABCDمربع   -35
٤٩) ٤  ٣٦) ٣  ٢٥) ٢  ٦٤) ١  

گراست  DCB ۀنيمساز زاوي COدايره و  مركز نيم Oدر شكل مقابل،   -36 DO. ا   ADباشد، طول پاره خط  4
  كدام است؟

٦) ٢    ٤) ١  
٥) ٤    ٣ )٣  

گر O ،در شكل مقابل  -37 OACمركز دايره است. ا  50 ،زاويۀ  باشدB  در مثلثABC چند درجه است؟  
٣٠) ١  
٤٠) ٢  
٥٠) ٣  
٤٥) ٤  

گر Oدر شكل مقابل،   -38 CBOمركز دايره است. ا  5 باشد، زاويۀBACچند درجه است؟  
٨٠) ٢    ٨٥ )١  
٧٠) ٤    ٧٥) ٣   

هـا  نقـاط تمـاس دايره Fو  D ،Eمركزهای سه دايـره و نقـاط  O3و O1،O2در شكل مقابل،  -39
گر EADهستند. ا   ،DBF   وECF   باشند، حاصل  كدام است؟  

١ (85  

٢(90   

٣(120   

٤(80   
گـر قطر ABو مركز Oدر شكل مقابل،    -40 CABدايره اسـت. ا  65 وABD  50  ،باشـند

  چند درجه است؟ CED زاويۀ
٢٠) ٢    ٢٥)  ١  
٣٥) ٤    ٣٠) ٣  

  چند درجه است؟ AOCمركز دايره است. زاويۀ  Oدر شكل مقابل،   -41

٢٨) ٢    ٢٤) ١ 

٣٦) ٤    ٤٨) ٣  
گر ABCDدر شكل مقابل،    -42 ADEمربع است. ا  30  باشد، زاويۀBCE  چند درجه است؟  

٣٠) ١ 

١٥) ٢  
٢٠) ٣  
١٠) ٤  
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پاسخ هاى تشریحى
  

  های تست و شكل مقابل داريم:  با توجه به داده  3 1
  

OAباشد.  ٤يا  ٣يا  ٢يا  ١تواند  می  xمقادير طبيعی R x x      8 3 5  
  

  است.  ۶برابر  dترين نقاط دايره تا خط  مطابق شكل مقابل، فاصلۀ نزديک  3 2
  
  

گر نقطۀ   2 3 dبرابر تا دايره Aنقطۀ  فاصلۀترين  گاه نزديک آن ،بيرون دايره باشد Aا Rبرابر فاصلۀ آن تا دايره است و دورترينd R پس:  ،است  
d R

d d R
d R

 
       

7
2 20 10 3

13
  

Rبرابـرتا دايـره  Aنقطۀ  فاصلۀترين  درون دايره باشد. در اين حالت نزديک Aكنيم نقطۀ  حال فرض می d فاصـلۀ آن تـا دايـرهو دورتـرين 
dبرابر R پس داريم:  .است  R d

R R
d R

 
     

7
2 20 10

13
  

  د. وش از دايره برابر صفر می Aنقطۀ  ۀترين فاصل چون در اين حالت نزديک .تواند روی دايره باشد نمی Aدقت كنيد نقطۀ 
  پس: .شده است تقسيم ANBو  AMBبه دو كمان  Bو  Aمحيط دايره توسط نقاط   2 4



    

ANB

AMB ANB ANB ANB ANB½oÄHj ôÃd¶ 
        

4

360360 4 725  

  :از طرفی داريم
 




      

AN

ANB BN AN AN AN AN AN BN AN              
3

72 3 4 18 3 3 18 54  

EODو هســتنددايــره  شــعاع نيم OEو  ODچــون   3 5 ( )     180 66 2 4 پــس مثلــث  ، 90
EOD  زاويـۀندهستها به صورت شكل مقابل  الساقين است و زاويه متساویقائم الزاويۀ :D  45 ،

  است. پس:  ODCزاويۀ خارجی مثلث 
      45 24 21  

السـاقين اسـت.  متساوی OABعمود است. از طرفی مثلث  ACبر  OA .كنيم وصل می Aبه  Oاز   3 6
كنيـد  . دقـتهسـتندها به صورت مقابل  پس زاويه است،الساقين  نيز متساوی ABCدر ضمن مثلث 

  داريم:  OAC ۀالزاوي است. در مثلث قائم OABزاويه خارجی مثلث  AODزاويۀ 
           90 2 180 3 90 30  

   :نصف وتر است. پس30رو به زاويۀ ضلع روبه ،الزاويه دانيم در مثلث قائم می
OC OCOA OC CD OC OD          2 4 4 2 22 2  

ATكه با توجه به اين  2 7  TBو 8  دايره برابر است، پس اندازۀ شعاع نيم 4 8 4 باشد. با  می 62
Oالزاويۀ  توجه به شكل مقابل، در مثلث قائم OT :داريم  

( r) r r r     2 2 2 26 2 36 12 r  24 r r    32 812 32 12 3   

BEعمود است. از طرفـی  BCبر  DEكنيم.  وصل می Eبه  Dاز   3 8 BA x  باشـد. در مثلـث  می
  ، داريم:DECالزاويۀ  قائم

r (r ) r   2 2 2 28 2 r  264 r r r     4 4 4 60 15   
به كمک قضيۀ فيثاغورس   های شكل، كنيم. با توجه به اندازه عمود می CDبر قاعدۀ  Bحال، از رأس 
  ، داريم:CHBالزاويۀ  در مثلث قائم

( x) ( x) x x       2 2 2 215 17 8 225 289 34 x x   264 16   
x x BE     50 450 9 9  
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O .كنيم تر وصل می دايرۀ بزرگ به مركز نيم Aاز   2 9 D برAD عمود بوده و چونO D دايـره  شـعاع نيم
Oپس ،است D    :داريم ADOوAOOالزاويۀ های قائم مثلث. حال در 4

AO OO AO
AO OO AD DO

AD DO AO

        
   

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2
  

AD AD AD       2 2100 36 16 120 2 30  
 ۀالزاويـ عمـود اسـت. در مثلـث قائم DC مماسبر  ODكنيم.  وصل می Dبه  Oدايره يعنی  از مركز نيم  3 10

ODC  :داريم  

OD OE.OC R (R )(R ) R     2 2 22 4 R 2 R R R     2 8 2 8 4  
OCعمود است. از طرف ديگر CDبر  OCكنيم.  وصل می Cبه  Oاز   4 11 OB است. پس مثلثBOC 

باشد، پـسبرابر DCFكنيم زاويۀ  الساقين است. حال فرض می متساوی   90 از طرفـی در .
بـا ايـن  DCFدر مثلـث  Fكه زاويۀ  خواهد شد، به دليل اينبرابر Fنيز زاويۀ  FOBاويۀ الز مثلث قائم

 DCFشـود و ايـن يعنـی مثلـث  میدر اين مثلث هم برابـر Fزاويه متقابل به رأس است، پس زاويۀ 
DFالساقين است و در نتيجه متساوی DC  8.  

جايی كه مسـاحت مثلـث  عمود است. از آن BEبر  OEو  ABبر  ODكنيم.  وصل می Eو  Dبه  Oاز   4 12
ABC  داريم: ،است ۲۴برابر  

S AB BC sin AB AB         1 1 130 24 6 162 2 2  
  كنيم و داريم:  وصل می Bبه  Oحال از 

ABC AOB BOCS S S AB r BC r r r r r r                 1 1 1 1 2424 16 6 24 8 32 2 2 2 11  

ACچـــون  3 13 || EO وACB  70 ،پـــسEOB  70.  مثلـــثBOE الســـاقين اســـت متساوی، 
پس E B  55.  حال در مثلثABC  :داريم  

  A A BAC       50 70 180 60 60  
 ،الســــاقين هســــتند متساوی CODو  AOBهــــای  كنيم. مثلث وصــــل مــــی Cو  Bبــــه  Oاز   2 14

OAزيرا OB R  وOC OD R  از طرفی مثلث .BOC  نيز متساوی الساقين است و چون
اسـت و در نتيجـه مثلـث  60برابـر BOCنيز از مثلث  Oپس زاويۀ  هستند،60زوايای زير دو ساق

BOC پس زاويۀ  الاضلاع خواهد بود. متساویO  از مثلثCOD برابر80حـال در مثلـث  .خواهد شد
COD :داريم  

        80 180 2 100 50  
ـــه  Oاز   2 15 ـــرض OBكنيم. چـــون   وصـــل مـــی Bب ـــق ف ـــره اســـت و طب ODشـــعاع داي AB؛ 

OBپس ABثلث خواهد بود و در نتيجه مOBA الساقين اسـت. واضـح اسـت كـه مثلـث  متساوی
BOC دقت كنيد زاويۀ هستندالساقين بوده و زوايا به صورت مقابل  نيز متساوی .B  در مثلـثBOC  ،

   داريم: BOCاست. حال در مثلث  OBAزاويۀ خارجی مثلث 
( )          2 2 90 180 3 90 30  

OBپـس ،ستندشعاع ه OEو  OBكنيم. چون  وصل می Bبه  Oاز   3 16 OE   8 9 . از اسـت17
  داريم:  ،است ABCOقطر مستطيل  OBجايی كه  آن

OA AB OB AB AB AB        2 2 2 2 264 289 225 15  
S  برابر است با:  ABCOبنابراين مساحت مستطيل    8 15 120  

  داريم:  OEBلزاويۀ ا در مثلث قائم .ها به صورت مقابل هستند كنيم. اندازه وصل می Bبه  Oاز   2 17
R R R     2 2 2 26 8 100 10  

AEبنابراين   10 6 CDو 4   10 8    و داريم: هستند2
CD AE   2 4 6  
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  :باشد. با توجه به شكل مقابل در مثلث ديگر داريم aكنيم طول ضلع مربع بزرگ  فرض می  4 18
(a ) (a ) a a a       2 2 2 2 22 2 2 4 4 4 2  

a a a      2 4 8 0 2 2 3  
دايـره اسـت. در  است، زيرا زاويۀ محـاطی رو بـه نـيم 90برابر ADBكنيم. زاويۀ  وصل می Dبه  Aاز   3 19

  ، داريم:ADBالزاويۀ  مثلث قائم
DB BC BA ( ) BC (BC ) BC BC        2 2 22 5 8 20 8   

BC BC (BC )(BC ) BC         2 8 20 0 10 2 0 2  
  است. پس: ADBالزاويۀ  ارتفاع وارد بر وتر در مثلث قائم DCآوريم.  به دست میرا  DCحال، طول 

DC AC CB DC DC       2 2 8 2 16 4   
وصـل  Tبـه  Aمد نظـر سـؤال اسـت. ابتـدا از  Eو  Dكنيم. فاصلۀ نقاط  ابتدا شكل مسأله را رسم می  4 20

  داريم:  ABCالزاويۀ  عمود است. در مثلث قائم BCبر  ATكنيم.  می
AT BT CT R R       2 2 5 8 40 2 10  

  داريم: EADالزاويۀ  حال در مثلث قائم
R

ED AE AD ED R R ED R ED


        
2 102 2 2 2 2 2 2 2 20 4 5''''''''''"  

21 3  BE  را از سمتE دهيم تا امتداد ضلع مربع را در  امتداد میH  قطع كنـد. دو مثلـثBCE  وHDE 
ADنهشت هستند، پسهم DH BC    DF. چـون كنيم وصل می Fبه  D. حال، از باشد می 4

DF پس ،است  شعاع دايره DA  نصـف  AH، ميانۀ وارد بـر ضـلع AFHر مثلث و اين يعنی د4
AFEالزاويه است و اين يعنی قائم AFHآن است. پس مثلث   90 باشد. می  

Oو OEدانيم  به نقاط تماس وصل می كنيم، می ها دايره از مركز نيم  2 22 F بـرDF پـس بـا هـم  ،عمودنـد
Oاند. حال به كمک قضيۀ تالس در مثلث موازی DF :داريم  

DO OE R R R
DO O F R R

         
2 1 2 3 33  

AB. زيرااست ۴۵برابر  BCطول وتر  BACالزاويۀ  در مثلث قائم  2 23  9 ACو 3  9 و  هستند 4
ـــی ـــداد  م ـــفر آن ٥و  ٤، ٣دانيم اع ـــر ص ـــر مضـــرب غي ـــتند و ه ـــی هس ـــداد فيثاغورس ـــا اع  ،ه
BCپس   9 5  ABبـر  OEكنـيم.  دايره به نقطۀ تماس وصل مـی باشد. حال از مركز نيم می 45

  داريم:  BAC. به كمک تالس در مثلث استموازی  ACبا  OEپس  ،عمود است
OE BO R R R R
AC BC

      45 45 36 45 3636 45  

R R R           81 36 45 9 9 36 45 4 5 20  
24 2  AB  برCB  عمود است وچونEF  وCB  هر دو برAB اند. بنابر قضيۀ تالس در  پس با هم موازی ،عمودند

  داريم:  ABCمثلث 
AF EF AF AF k , AB k BF k
AB BC AB

       4 4 6 26  

AEBپس ؛ره استداي زاويۀ محاطی رو به نيم AEBكنيم. زاويۀ  وصل می Eبه  Bحال از   90.  در
EF  داريم:  AEB ۀالزاوي مثلث قائم AF FB k k k k        2 216 4 2 16 8 2  

k
AB R k R k R


    

2
2 6 3 3 2'''''''"  

Tكنيم. بنابراين وصل می Tنقطۀ تماس يعنی به از مركز دايره   3 25  90 خواهد بود. ازA  بر ساقTD  عمـود
THشود كـه نتيجه می OBDTق عكس قضيۀ تالس در ذوزنقۀ كنيم. طب می HD پـس .AH  عمـود

گر از  .است TDخط  منصف پاره ATكنـيم وصل  Tبه  Aپس ا AD مثلـث يعنـی خواهـد بـود و ايـن
TAD ــت متساوی ــاقين اس ــس ،الس پ T D  56 ــۀ ــتمم  OTA. زاوي ــۀم Tزاوي  56 .ــت اس

OTAپس  34 و چون مثلـثAOT پـس ،السـاقين اسـت متساویOAT  34ۀ. بنـابراين زاويـ 
OAD  :برابر است با  OAD ( )      34 180 56 56 102  
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2چـون یويـۀ رنگـالزا مد نظر سؤال است. در مثلـث قائم x با توجه به شكل مقابل،  2 26 مضـربی از اعـداد  ۲و /5
yپس هستند، ۳و  ۴و  ۵فيثاغورسی   3

  خواهد بود. بنابراين داريم:  2
x   3 12 2 2  

  باشد. زيرا: می ١٥واضح است كه عرض مستطيل برابر   1 27
AD BC BM MC     7 8 15   

DPفی،از طر  برابر APاست. پس شعاع دايره يعنی  10 15 10   باشد. می 25
AMهای دايره هسـتند، پـس شعاع ANو  AMكنيم. چون  وصل می Nو  Mبه  Aاز  AN  بـه  .25

  ، داريم:ABMالزاويۀ  كمک قضيۀ فيثاغورس در مثلث قائم
AM AB BM AB AB AB        2 2 2 2 2 2 225 7 576 24   

ABاست، يعنـی ٢٤طول مستطيل برابر   بنابراين اندازۀ CD  NC. بـا فـرض24 x،DN x 24 الزاويـۀ  شـود. در مثلـث قائم می
ADN:به كمک قضيۀ فيثاغورس داريم ،  

  AN AD DN ( x) x x x x              2 2 2 2 2 2 2 225 15 24 625 225 576 48 48 176 0   
x NC

(x )(x )
x ¡¡ù
  

      

4 4
4 44 0

44
   

ــه رأس   2 28 ــره ب ــون داي ــای  از رأس Aچ ــس  می Dو  Bه ــذرد، پ ABگ AD  ــۀ 10 ــر  B. از نقط ــودی ب   عم
CD كنيم. واضح است چهارضلعی  رسم میABHD در نتيجه .مربع استBH  CDو چـون 10   ،اسـت20
DHپس HC  Cپس، الساقين است الزاويه و متساوی ، قائمBHC. مثلث 10  45.  

كند. در  قطع می Fو  Eهای مستطيل را در نقاط  رسم شده است كه طول Dو به مركز رأس  ٥دايره به شعاع   4 29
  الزاويۀ رنگی داريم:  مثلث قائم

AE AE AE     2 2 2 25 4 9 3  

  الزاويۀ ايجادشده داريم:  عمود كنيم. در مثلث قائم DCبر  Eكافی است از  حال
  

EF EF EF      2 2 2 22 4 20 20 2 5  

  

  : استشكل مسأله به صورت مقابل  ،شده در صورت تست هئبا توجه به توضيحات ارا  2 30
  الزاويۀ رنگی داريم:  در مثلث قائم

(R ) R R    2 2 2 25 1 25 R R   22 1 R R   2 26 13  

CTل مقابلبا توجه به شك  4 31 CE  DTو 6 DF    ۱۰و  ۸ ،۶برابر  DTC. چون اضلاع مثلث است 8
و 2 2 210 8   الزاويه است و داريم:  قائم DTCپس مثلث  ،است 6

ABCD DTCS S     12 2 6 8 482  

  به كمک قضيۀ فيثاغورس داريم:  BCOۀ الزاوي كنيم. در مثلث قائم وصل می Bو  Aبه  Oاز   4 32
a aa ( ) a ( ) a ( )      

22 2 2 2 2 2 257 5 7 5 7 52 4 4
( ) / / /  

a ( ) S        2 24 4 15 157 5 7 5 7 5 45 455 5 5
/ / /  

  داريم: AOHالزاويۀ  باشد. با توجه به شكل مقابل، در مثلث قائم rكنيم اندازۀ شعاع دايره  فرض می  3 33
r ( r) ( r) r    2 2 2 225 32 r r   2625 50 r r   21024 64   

r
r r (r )(r )

r ¡¡ù


          
2 17

114 1649 0 97 17 0
97
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بـه  OHBالزاويـۀ  به توضيحات صورت تست، شكل مسأله به صورت مقابل است. در مثلـث قائمبا توجه   2 34
  كمک قضيۀ فيثاغورس داريم: 

R ( R) R   2 2 2 22 4 R   24 16 R R R     208 8 20 2 58
/  

  داريم:  ،باشد aكه طول ضلع مربع برابر  با توجه به شكل مقابل و با فرض اين  1 35
aOHB :OB OH HB (a )


      22 2 2 225 5 2

( )  
aa a a a       

22 2525 10 25 10 04 4  
aa a S aÍMo¶       25 2 0 8 644
( )  

OBزيرا ،الساقين است متساوی COBمثلث   1 36 OC R  زاويۀ .DOC  زاويۀ خارجی مثلثCOB است، 
DOC پس  2.  از طرفیCO ۀاز زاويـمسـني DCB  پـس ؛اسـتDCO  الزاويـۀ  . در مثلـث قائم

CDO :داريم             90 2 180 3 90 30  
OCپس .نصف وتر است30رو به زاويۀ ضلع روبه هالزاوي دانيم در مثلث قائم می    پس داريم:  .است ٨و اين يعنی شعاع دايره برابر 8

AD OA OD    8 4 4  

اسـت.  80از ايـن مثلـث برابـر Oالساقين است. پس زاويۀ  متساوی AOCيم. مثلث كن وصل می Cبه  Oاز   2 37

ACپس ،مركزی است AOCچون زاويۀ   80 زاويۀ .ABC زاويۀ محاطی رو به كمـانAC اسـت. پـس

برابر ABC زاويۀ
AC  402 است. يعنی زاويۀB  در مثلثABC برابر40 .است  

 BOCدر مثلــث  Oپــس زاويــۀ  .الســاقين اســت متساوی BOCمثلــث  .كنيم وصــل مــی Cبــه  Oاز   1 38
پـس .زاويۀ مركزی اسـت BOCاست. زاويۀ 170برابر BOC BC  170يـۀ . از طرفـی زاوBAC 

  است. پس: BCرو به كمان  زاويۀ محاطی روبه
 BCBAC

   170 852 2  

كز سه دايره را به هم وصـل مـی  2 39 باشـند. بنـابراين  زوايـای مركـزی می O3و O1 ،O2كنيم. زوايـای  مرا
Oا مطابق شكل مقابل است. در مثلثه های آن اندازه O O1 2   است. پس: 180مجموع زاوايای داخلی ،3

  
    O O O          1 2 3 180 2 2 2 180 90     

  
CDBمحاطی است. بنابراين CABزاويۀ   1 40   2 65 130 .  

  پس: .قطردايره است ABچون 
 


 CDB

AC CDB AC AC


     
130180 130 180 50


   '''''''''"   
  بنابراين داريم: .نيز محاطی است ABDزاويۀ  ،از طرفی

ACD   2 50 100    
  را به دست آوريم: CDكافی است اندازۀ كمان  ،حال

  CD ACD AC    100 50 50     
  پس: ،است CDزاويۀ محاطی روبه كمان  CEDچون زاويۀ 

 CDCED   50 252 2


   
  است. پس:  ACزاويۀ محاطی رو به كمان  ABCو زاويۀ  ACۀ مركزی رو به كمان زاوي AOCزاويۀ   3 41

 

   
AOC AC

AOC ABC
ACABC

 
  
 


2
2

  

ABCبا فرض ABCOحال در چهارضلعی     :داريم  
AOC            2 10 14 24 2 2 24 48  
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است. از طرفی  45بر برا  ADBكنيم. واضح است كه زاويۀ  را رسم می BD، قطر ABCDدر مربع   2 42
AEBاسـت. پـس  AEBزاويۀ محاطی رو به كمـان  ADBزاويۀ   90 چنـين زاويـۀ  باشـد. هم می

AEاست. پس AEرو به كمان  ADEمحاطی   60  :و داريم  
    AE EB AEB EB EB      60 90 30    

  است. پس: EBطی رو به كمان زاويۀ محا BCEزاويۀ 
 EBBCE   30 152 2


   

  را محاسبه كنيم و ... BEرا به دست آورده و مستقيم كمان EDBتوانستيم زاويۀ  البته می
هستند. زيرا  DCر ای به قط روی دايره Bو  Aهستند، پس  90برابر DACو  DBC های چون زاويه  3 43

 BACدايره هستند. با توجه به شـكل مقابـل، زاويـۀ  در اين صورت اين زوايا، زوايای محاطی رو به نيم
  زاويۀ محاطی است. پس:

   BC BCBAC BC    30 602 2
   

  است. پس: BCنيز زاويۀ محاطی رو به كمان  BDCزاويۀ 
  BCBDC   60 302 2


   

ADBكنيم فــرض مــی  2 44  چــون .باشــدADB ــه كمــان  پــس ،اســت CFEزاويــۀ محــاطی رو ب
CFE  2زاويــۀ  ی. از طرفــCFE  زاويــۀ محــاطی رو بــه كمــانCDE جــايی  از آن ،اســت

CDEكه   360 CFEپس، 2   180 زاويۀ .AFB ا زاويۀ بCFE متقابل به رأس اسـت. 
AFBپس   180 حال در چهارضلعی .AFBD  :داريم  

          180 45 27 2 108 54  
  :پس .محاطی است ACDزاويۀ   4 45

   AD ADACD AD     40 802 2  
  است. پس:  ADزاويۀ مركزی رو به كمان  AODزاويۀ 

 AOD AD  80  
  داريم:  ODCAرضلعی چها در

       80 40 25 15  
  كنيم و داريم: فرض می wو  x ،y ،zها را مطابق شكل  اندازۀ كمان  3 46

x y
x y y x

      48 96 962
     

z w z w w z      32 64 642
     

xدانيم از طرفی، می y z w    360 :است پس  
x (x ) z (z ) x z        96 64 360 260      

  داريم:حال 
 x zCKB   260 1302 2


   

  پس:  .ظلی است BAFزاويۀ   1 47
   AF AFBAF AF       56 2 56 1122 2  

  قطر دايره است. پس:  EFاز طرفی 
   AE AF AE AE       180 112 180 68  

ADBدايره اسـت، پـس زاويۀ محاطی رو به نيم ADBكنيم. چون زاويۀ وصل می Dبه  Aاز   2 48  90 
CDباشد. از طرفی می DE است پس در مثلثCAEارتفاع وارد بر ،CE ميانه نيز هسـت. لـذا ،

  الساقين بوده و داريم: متساوی CAEمثلث
   AC AE ACE AEC CAE CAE         80 80 80 180 20       
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