
   —


247 1آزمون1ها

Ì  25 دقيقه آزمون 61: مشتق ـ تابع مشتق ـ مشتق تابع مركب�

11 x به‌ترتيب چه وضعي دارد؟. = x و1− f در نقاط1= x
x x x

x x

( )

| |

| |

=
− ≥

− <







3 23 1

2 1
تابع

4( مشتق‌ناپذير‌ ـ مشتق‌ناپذير 3( مشتق‌ناپذير ـ مشتق‌پذير	 2( مشتق‌پذير ـ مشتق‌ناپذير	 1( مشتق‌پذير ـ مشتق‌پذير	

22 f كدام درست است؟. x x x x( ) [ ]= − +3 2 3 7 در تابع
′′ است. ==−−f ( )1 15 x فقط مشتق چپ دارد و == 1 2( تابع در ′′ است.	 ==++f ( )1 15 x فقط مشتق راست دارد و == 1 1( تابع در
′′ است. ==−−f ( )1 12 x فقط مشتق چپ دارد و == 1 4( تابع در ′′ است.	 ==++f ( )1 12 x فقط مشتق راست دارد و == 1 3( تابع در

33 f در چند نقطه مشتق‌پذير نيست؟. x x x( ) | | | |= − −2 4 5 تابع
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

44 f كدام است؟. x x x( ) == −−[[ نمودار تابع مشتق تابع[[

 )4 	)3 	)2 	)1

55 x كدام است؟. == ππ
2 f در x x x( ) cos(sin ) sin(| cos |)== ++ مقدار مشتق تابع

4( وجود ندارد. 	0 )3 	-1 )2 	1 )1

66 )رياضي خارج از كشور ـ 92 (. كدام است؟� f ( )1 2−− موجود است.  ′′f ( )1 ، مقدار  f x x
x

x

x ax b x
( ) == −− ≥≥

++ ++ <<







1 1

12
در تابع

3 2 2−  )4 	2 2 2− )3 	2 2−  )2 	3 2− )1

77 lim كدام است؟. ( ) ( )
h

f h f h
h→→

++ ++ ++ −−
0 2

1 2 2 2 4 y حاصل x x== −− ++ −−| | | |1 3 2 در تابع

2 )4 	-1 )3 	-7 )2 	7 )1

88 مفروض‌اند. به ازاي كدام مقدار a، تابع gof در مبدأ مختصات، مشتق‌پذير است؟. g x x a x( ) | |== ++3
4 و f x x x( ) | |== ++3 دو تابع 

)رياضي خارج از كشور ـ 93 ( �− 12  )2 		 − 14  )1

 a 4( هيچ مقدار 		 1
2  )3

99 x داراي مشتق باشد، حداقل مقدار عدد طبيعي n كدام است؟. == f در نقطه‌ي0 x x xn n( ) == −−23 اگر تابع
4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

101 ′′ كدام است؟0 ++ ′′ ++ ′′f f f( ) ( ) ( )1 2 3 f باشد، حاصل x x x x( ) ( )( ) ( )== −− −− −−1 2 32 3 اگر
-8 )4 	8 )3 	-108 )2 	108 )1

111 f′′ كدام است؟1 ( )12 ) باشد، (sin )) cos cosf x x x′′ == 2 اگر

5
2 )4 	74 )3 	12 )2 	34 )1
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121 h′′ برابر كدام است؟2 ( )0 x مشتق‌پذير باشد، == 3 g و تابع f در x x( ) == −−9 2 h و x fog x( ) ( )== اگر
0 )4 	− ′2 3f ( ) )3 	− ′f ( )3 )2 	 ′f ( )3 )1

131 lim كدام است؟3 ( ) ( )
h

f h f h
h→→ −−

−− −−

0

2 3 f مقدار x x
x

x

x x x
( ) sin

[ ]
==

<<

++ ≥≥







2 1 0

1 0
در تابع

-3 )4 	2 )3 	3 )2 	5 )1

141 x چيست؟4 == ππ2

16 y به‌ازاي x== ln(cos )2 مقدار مشتق

− 2
π

)4 	2
π

)3 	− 4
π

)2 	4
π

)1

151 y ، مماس موازي محور x هاست؟5 ex x== −−3 2 در چند نقطه از منحني
3 )4 	2 )3 	1 )2 	0 )1

Ì  25 دقيقه آزمون 62: مشتق ـ تابع مشتق ـ مشتق تابع مركب�

11 .: x == f در نقطه‌ي0 x
x x

x x x
( ) ==

++ ≥≥

−− <<







1 0
02
تابع

4( مشتق راست و چپ ندارد. 3( مشتق راست و چپ دارد.	 2( فقط مشتق چپ دارد.	 1( فقط مشتق راست دارد.	

22 f′′ كدام است؟. ( )3 ′′ باشد، مقدار ==f ( )0 2 f و ( )0 0≠≠ ∀∀ و ∈∈ ++ ==x y f x y f x f y, : ( ) ( ) ( ) اگر
2 3f ( ) )4 	f ( )3 )3 	2 0f ( ) )2 	f ( )0 )1

33 Df كدام است؟. ′′ f باشد، x x x( ) == −−3 23 3 اگر
 −{ , }0 3 )4 	 −{ }3 )3 	 −{ }0 )2 	 )1

44  مشتق‌پذير باشد، a كدام است؟. f در x
a
x

x

b x
x

x
( ) == ++

>>

++
−−

≤≤









1 0

1 0
اگر تابع

1
2 )4 	− 12 )3 	2 )2 	-2 )1

55 f′′ كدام است؟�. x( ) f باشد x x xx( ) ;== >> 0 اگر

x x x
x
( ln )+ )4 	x x

x
( ln )1+ )3 	x x

x
ln )2 	xx−1 )1

66 D باشد، مجموعه‌ي A چند عضو دارد؟. Af ′′ == −− f ، اگر x x x( ) | | sin== −−2 2ππ در تابع
4( بي‌شمار 3( دو	 2( يك	 1( صفر	

77 b كدام است؟. a−− x مشتق‌پذير باشد، مقدار == 3 f در نقطه‌ي x x ax b x( ) ( )== −− ++ [[ ]]2 اگر تابع
4 )4 	3 )3 	1 )2 	0 )1

88 f′′ كدام است؟ )توابع g,f مشتق‌پذيرند(. ( )4 f باشد، مقدار g( ) ( )4 5 3== ′′ == f و x g x f x( ) ( ( ))3 2 2−− == ++ اگر
3 )4 	4 )3 	-1 )2 	1 )1

99 x كدام است؟. == f در نقطه‌ي2 x x x x( ) [ ]== −− ++2 2 3 1 مشتق راست تابع
8 )4 	-8 )3 	4 )2 	-4 )1
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101 ′′ كدام است؟0 −− ′′++ −−f f( ) ( )0 0 f باشد، مقدار x x
x

x
x

( ) tan ( )== ≠≠
==







−−1 1 0
0 0

اگر

π  )4 	π2 )3 	π4 )2 	0 )1

111 ′′ چيست؟1 −−f f( ) ( )1 1 f باشد، مقدار x x x x
x

( ) ( )sin== ++ −−
++

−−1 1
1 اگر

− π4 )4 	π4 )3 	− π6 )2 	π6 )1

121 ′′ باشد، مقدار a كدام است؟2 ==f ( )ππ2 f و1 x a x
x

( ) sin
cos

==
−−1 اگر

-2 )4 	2 )3 	-1 )2 	1 )1

131 3: x == f در نقطه‌اي به ‌طول0 x x x Q
x Q

( ) == ∈∈
∉∉





3

0
تابع

2( پيوسته است و مشتق‌پذير نيست. 	 1( پيوسته و مشتق‌پذير است.	
4( پيوسته نيست و مشتق‌پذير نيست. 3( پيوسته نيست و مشتق‌پذير است.	

141 lim كدام است؟4 ( )( )
h

fog h
h→→

++ −−
0

1 12 g باشد، حاصل x x x( ) == ++2 f و x x x( ) == ++3 2 اگر

48 )4 	42 )3 	36 )2 	28 )1

151 مشتق كدام تابع برابرtanx  است؟5

ln |
cos

|
1
x

)4 	ln |
sin

|
1
x

)3 	ln | cos |x )2 	ln | sin |x )1

Ì  25 دقيقهآزمون 63: مشتق تابع معكوس ـ مشتق تابع ضمني ـ مشتق مراتب بالاتر�

11 x كدام است؟. == 1 y در x== −−(cot )1 2 مقدار مشتق

− 34
π )4 	34

π )3 	− π4 )2 	π4 )1

22 x در نقطه‌اي به عرض 1 كدام است؟. y xy x3 2 3 2++ −− ++ == مقدار مشتق y نسبت به x از رابطه‌ي
-2 )4 	2 )3 	-3 )2 	3 )1

33 x چيست؟. == 1 f در x x( ) == 23 مقدار مشتق مرتبه‌ي سوم تابع

− 29 )4 	29 )3 	− 8
27 )2 	 827 )1

44 t كدام است؟. == ππ
4 x در نقطه‌ي t

y t

==

==







cot

sin

2

2 3
شيب خط مماس بر منحني پارامتري

− 32 )4 	32 )3 	− 34 )2 	34 )1

55 lim برابر كدام است؟. ( ) ( )
h

f a h f a h
h→→

′′ ++ −− ′′ ++
0

4 اگرf(x) تابعي مشتق‌پذير از مرتبه‌ي دوم باشد،

− ′′3f a( ) )4 	3 ′′f a( ) )3 	− ′′5f a( ) )2 	5 ′′f a( ) )1

66 ) كدام است؟. ) ( )f −− ′′1 5 f باشد، مقدار x x x( ) == ++ −−3 2 7 اگر
1
14  )4 	14 )3 	 177 )2 	77 )1
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77 y كدام است؟. x== −−tan (cot )1 3 مشتق تابع

3 )4 	-3 )3 	 3
1 9 2+ x

)2 	 −
+
3

1 9 2x
)1

88 y باشد، كدام درست است؟. a x b x== ++sin cos اگر
y y− ′′ = 0 )4 	y y+ ′′ = 0 )3 	y y− ′ = 0  )2 	y y+ ′ = 0 )1

99 x مشتق‌پذير از مرتبه‌ي دوم باشد، مقدار c كدام است؟. == f در نقطه‌ي1−− x ax bx c x
x x

( ) == ++ ++ ≥≥ −−

<< −−







2

4
1
1

اگر تابع

5 )4 	3 )3 	1 )2 	-1 )1

101 ) كدام است؟0 , )1 4
ππ tan در نقطه‌ي y

x
x== مقدار مشتق

π
4

1
2+ )4 	π2

1
2+ )3 	π4 1+ )2 	π2 1+ )1

111 x چه‌قدر است؟1 == 1 y در x== ln مشتق چهارم تابع
-3 )4 	3 )3 	-6 )2 	6 )1

121 f كدام است؟2 ( ) ( )5 0 f باشد، مقدار x x x x( ) sin cos== ++ اگر
2 )4 	-1 )3 	1 )2 	0 )1

131 x چه‌قدر است؟3 == f در0 x x x x( ) ( )( )( )== ++ ++ ++2 1 2 2 2 3 مشتق چهارم تابع
4( صفر 	6 )3 	144 )2 	24 )1

141 y در نقطه‌اي به‌طول صفر واقع بر آن كدام است؟4 x x== ++ −−sin 1 شيب خط مماس برمنحني

− 12 )4 	-2 )3 	12 )2 	2 )1

151 x باشد، مشتق دوم y نسبت به x كدام است؟5 y3 3 1−− == اگر

− 2
5y

)4 	− 25
x

y

)3 	25
x

y

)2 	 25y
)1

Ì  25 دقيقهآزمون 64: مشتق تابع معكوس ـ مشتق تابع ضمني ـ مشتق مراتب بالاتر�

11 x چيست؟. == 2
2 f در x x( ) (sin )== −−1 2 2 مقدار مشتق تابع

4
3 6
π )4 	 π

6
)3 	π12 )2 	π3 )1

22 ) كدام است؟. ) ( )f −− ′′1 3 f باشد، مقدار x x x( ) == ++2 اگر

− 12 )4 	-2 )3 	12 )2 	2 )1

33 x كدام است؟. == ππ
2 y در x== sin3 مقدار مشتق دوم تابع

− 23 )4 	23 )3 	− 13 )2 	13 )1

44 lim كدام است؟. ( ) ( )
h

f h f h
h→→

′′ ++ −− ′′ −−
0

1 1 f باشد، x
x

( ) tan ( )== −−1 1 اگر

-2 )4 	2 )3 	-1 )2 	1 )1
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55 ′′′′ كدام است؟. ++f x f x( ) ( ) f باشد، حاصل x x x( ) sin sin== 2 اگر

4 3sin x )4 	4 3
sin x )3 	4 3cos x )2 	4 3

cos x )1

66 f′′′′ كدام است؟. ( )ππ2 ′′′′ باشد، مقدار ==g ( )1 3 ′′ و ==g ( )1 f و1 x g x( ) (cos )== 2 2 اگر

-24 )4 	24 )3 	-8 )2 	8 )1

77 f′′′′ كدام است؟. ( )12 f باشد، مقدار x x x

x
( ) ( ) ( )

==
−− −−

++

2 1 3 2

2 3
4

2

2
اگر

16 )4 	8 )3 	4 )2 	2 )1

88 2a كدام است؟. b c++ ++ x مشتق‌پذير از مرتبه‌ي دوم باشد، مقدار == f در نقطه‌ي0 x x x
ax x bx c x

( )
| |

== ++ ≥≥
++ ++ <<




4 1 0

0
اگر

5 )4 	6 )3 	7 )2 	8 )1

99 y در چند نقطه مشتق‌پذير نيست؟. x x== ++ sin ؛ −− << <<2 2ππ ππx تابع معكوس تابع
4( چهار 3( سه	 2( دو	 1( يك	

101 x چه‌قدر است؟0 == ππ
3 y در x== 1

2
219 cos مقدار مشتق مرتبه‌ي نوزدهم تابع

− 3
2 )4 	 3

2 )3 	− 12 )2 	12 )1

111 x كدام است؟1 == 1 y در x== ++( )2 71 مقدار مشتق مرتبه‌ي سيزدهم تابع
14! )4 	13! )3 	12! )2 	1 )1

121 yx′′ كدام است؟2  باشد،
x a t
y b t
==
=={{ sin
cos اگر

− b x
a y

2

2 )4 	− a y
b x

2

2 )3 	− x
y

)2 	− y
x

)1

131 x چه‌قدر است؟3 == ππ
2 y در نقطه‌اي به‌طول x

x
==

−−
sin
cos1 مشتق دوم تابع

2 )4 	1 )3 	12 )2 	14 )1

141 yx′′′′ كدام است؟4 x باشد، y++ == اگر1

2x x )4 	−2x x )3 	− 1
2x x

)2 	 1
2x x

)1

151 y در چه نقطه‌هايي برابر صفر است؟5 e x x== −−4 2 2
مشتق دوم تابع

− 32
1
2, )4 	32

1
2,− )3 	− −3

2
1
2, )2 	32

1
2, )1

Ì  25 دقيقهآزمون 65: مشتق تابع معكوس ـ مشتق تابع ضمني ـ مشتق مراتب بالاتر�

11 ′′′′ باشد، مقدار a كدام است؟. ++ ==f x f x( ) ( )4 0 f و x ax ax( ) sin cos== ++ اگر

±4 )4 	±2 )3 	±1)2 	± 12 )1

22 ) كدام است؟. ) ( )f −− ′′1 0 f باشد، x x x( ) (sin ) sin== ++−− −−1 3 1 اگر

− 13 )4 	13 )3 	-1 )2 	1 )1
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***

151 5 ( )( ) ( )gof x

x

x

x

x

x

x

x

x gof= −

+
−

= −

−

= ⇒ ′ =1

1
1

1
1

1

2

2

2

2

2

1 است.� ( ) ( )gof x′ برابر  ′ ′ ( )f x g f x( ). ( ) 2چشم‌انداز: 

Ò پاسخ آزمون61: مشتق ـ تابع مشتق ـ مشتق تابع مركب

***

11 . f x
x x x x

x x

f x

x x x x

( ) ( )=
− ≥ ≤ −

− − < <






⇒ ′ =

− > < −

−
3 2

2

3 1 1

2 1 1

3 6 1 1

2IÄ

IÄ

−− < <

=

= −














1 1

1

1

x

x

x

?

?

4 پله‌ي يكم: �

lim ( ) lim ( )

x x

f x x x

→ →+ +
= − = − = −

1 1

3 23 1 3 2 x بررسي مي‌كنيم.� f را در نقطه‌ي1= x( ) پله‌ي دوم: پيوستگي تابع

lim ( ) lim

x x

f x x

→ →− −
= = −

1 1
3 2 �

، پس در اين نقطه  ′ = − ′ = −( )+ −f f( ) , ( )1 3 1 2 x پيوســته اســت ولي مشتق راســت و چپ آن برابر نيســتند  f در1= x( ) تابع
مشتق‌ناپذيراست.

lim ( ) lim ( )

( ) ( )x x

f x x

→ − → −+ +
= − =

1 1
2 2 x بررسي مي‌كنيم.� = پله‌ي سوم: پيوستگي تابع را در1−

lim ( ) lim ( )

( ) ( )x x

f x x x

→ − → −− −
= − = − − = −

1 1

3 23 1 3 4 �

x هم ناپيوسته و مشتق‌ناپذير است. = f در نقطه‌ي1− x( ) پس تابع
x مشتق‌ناپذير است. = x و1− f در هر دو نقطه‌ي1= x( ) بنابراين تابع

***
22 ′ اسـت . = −y x2 3 x نزولي اسـت )چون مقدار مشـتق تابع كه به صورت g در اطراف1= x x x( ) = − +2 3 7 2 پله‌ي يكم: تابع

 lim [ ( )] [ ( )] [ ]

x

g x g

→ −
= = − + =

1
1 1 3 7 5 در اين نقطه برابر1− و مقداري منفي اسـت( پس تابع در اين نقطه فقط پيوسـتگي چپ دارد و

x تابع پيوستگي راست ندارد پس مشتق راست نيز ندارد.( )تابع در1=
x f x x f x x f→ = ⇒ ′ = ⇒ ′ =−

−1 5 15 1 153 2
: ( ) ( ) ( ) x فقط مشتق چپ دارد.� پله‌ي دوم: تابع در1=

***
33 .f x x x x x x x( ) | | | | || | | | | | (| | )(| | ) |= − − = − − = − −2 24 5 4 5 5 1 3 پله‌ي يكم: �

| ريشه‌ي ساده دارد، مشتق‌ناپذير است. � |x − =5 || در نقاطي كه0 | |x −5 x مشتق‌ناپذير و تابع = | در0 |x پله‌ي دوم: تابع
| | | |x x x− = ⇒ = ⇒ = ±5 0 5 5 �

| است و نمي‌تواند تأثيري در  |x + ≠1 0 x مشتق‌ناپذير است. )بديهي است همواره = −5 x و = 5 x و = f در ســه نقطه‌ي0 x( ) پس تابع
وضعيت مشتق تابع داشته باشد.(

***
44 x نيز در نقاط صحيح ناپيوسته است و در نتيجه در اين . x− [ 2 تابع [x] در نقاط صحيح ناپيوسته است. بنابراين تابع[

x f x∈ − ⇒ ′ = − =� � ( ) 1 0 1 ] كه يك تابع پيوسته است برابر صفر است.� ]x نقاط مشتق ندارد. در نقاط غيرصحيح مشتق
پس نمودار مشتق تابع به‌صورت روبه‌رو است.
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***
55 x مشتق‌پذير است و مقدار مشتق آن برابر است با:. = π

2 y در x= cos(sin ) 4 پله‌ي يكم: تابع

′ = − ⇒ ′ =y x x ycos sin(sin ) ( )
π
2 0 �

cos است.( x = x ريشه‌ي ساده‌ي داخل قدرمطلق يعني0 = π2 x مشتق‌ناپذير است ) = π2 y در x= sin(| cos |) پله‌ي دوم: تابع

x = π
2 f در x( ) پله‌ي سوم: مجموع يك تابع مشتق‌پذير و يك تابع مشتق‌ناپذير، يك تابع مشتق‌ناپذير است. بنابراين مشتق تابع

، وجود ندارد.
***

66 x مشتق‌پذير باشد، اين است كه در آن نقطه پيوسته باشد.	. 3 پله‌ي يكم: شرط لازم براي اين‌كه تابع در نقطه‌ي1=
lim ( ) lim ( ) ( )

x x

f x f x f a b

→ →+ −
= = ⇒ + + =

1 1
1 1 0 �

x مشتق چپ و راست داشته باشد و مقدار اين مشتق‌ها هم با يك‌ديگر برابر باشد.� پله‌ي دوم: تابع بايد در1=

′ =
+ <

+ ≥





f x

x a x

x

x
( )

2 1
1 1 12

⇒ ′ = ′ ⇒ + = ⇒ = ⇒ = −+ −f f a a b( ) ( )1 1 2 2 0 1 �

f ( ) ( )1 2 1 2 12− = − − = 2 2 2 پله‌ي سوم:�
***

77 .t→ +0 t باشد چونh→0 پس h= 2 4 پله‌ي يكم: فرض مي‌كنيم

lim
( ) ( ) ( ) ( )

t

f t f t

t

f f

→ +

+ + + −
=

+ + + −
= + − =

0

1 2 4 1 2 4
0

3 1 4
0

0
0 �

پله‌ي دوم: چون حد به‌صورت00 است مي‌توانيم از hop استفاده كنيم.�

lim
( ) ( )

lim
( ) ( )

t t

f t f t

t

f t f t

→ →+ +

+ + + −
=

′ + + ′ +

0 0

1 2 4 1 2
1 �

′ است.  + ′
++f f( ) ( )1 2 f اســت پس حد فوق برابر x

x x

x x

x x

( )=
− + ≤
− + ≤ ≤

− ≥







4 7 1
2 5 1 2
4 7 2

با توجه به اين‌كه تابع پيوســته بوده و ضابطه‌ي آن

′ =
− <
− < <

>
⇒ ′ + ′

+ = − + =





+f x

x

x

x

f f( ) ( ) ( )

4 1
2 1 2
4 2

1 2 2 4 2 بنابراين:�

***

88 .g x x a x

a x x

a x x

( ) | |

( )

( )

= + =
+ ≥

− <







3
4

3
4 0
3
4 0

f و x x x
x x

x x
( ) | |= + = ≥

<{3 4 0
2 0 1 پله‌ي يكم: ضابطه‌‌هاي f و g عبارت‌اند از:

پيوسته است.� x = 0 است كه در  ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

gof x

a x a x x

a x a x x

=
+ = + ≥

− = − <







3
4 4 3 4 0
3
4 2 3

2 2 0
پله‌ي دوم: 

( ) ( )gof x

a x

a x
′ =

+ ≥
− <







3 4 0
3
2 2 0 ⇒ + = − ⇒ =3 4 3

2 2a a a − 14 �

***
99 f است.. x x x x x

n n n n
( ) ( )= − = −23 3 1 3 پله‌ي يكم: ضابطه‌ي تابع 

n در اين نقطه مشــتق دارد. پس به ازاي k≥ +2 x مشــتق ندارد و به ازاي1 = n در0 k< +2 x به ازاي1
n

k2 1+ پله‌ي دوم: تابع
n باشــد تابع x داراي مشــتق اســت. بنابرايــن حداقــل مقــدار عدد طبيعــي برابر 3 اســت. )اگر1= = n تابــع در 0 ≥ 3
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x و = y در 0 x x x x= − = −4 23 2 23 1( ) n باشد تابع = 2 x مشــتق ندارد و اگر x و1= = y در0 x x x x= − = −23 3 1( )

x مشتق ندارد.( = x و1− =1
***

101 0 x a= f′ برابر اسـت با مشتق عامل صفركننده در a( ) x باشـد،  a= f داراي عامل صفركننده در x( ) 4 چشـم‌انداز: اگر
. x a= ضرب در بقيه‌ي عبارات به‌ازاي

′ كافي  = ′ =f f( ) ( )2 3 x عامل‌هاي صفركننده مكرر هســتند.پس مشتق در آن نقاط، صفر است يعني0 = 3 x و = 2 پله‌ي يكم:

′ = × − × − = × − × − = −f ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 3 1 1 2 82 3 2 3 x به‌دست آوريم.� است مشتق را در عامل صفركننده‌ي1=
′ + ′ + ′ = − + + =f f f( ) ( ) ( )1 2 3 8 0 0 8 پله‌ي دوم: �

***
111 1( (sin )) cos cosf x x x′ = 2 ⇒ ′ =cos (sin ) cos cosxf x x x2 ⇒ = ⇒ ′ = × ⇒ ′ =x f f

π
6

3
2

1
2

3
2

1
2

1
2( ) ( )

1
2 2

***

121 2
h x fog x h x fog x h x g x f g x

g x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

( )

= ⇒ ′ = ′ ⇒ ′ = ′ ′

= − ⇒ ′9 2
gg x

x

x

x

x

( ) = −

−
= −

−







2

2 9 92 2
⇒ ′ = −

−
′h x

x

x

f g x( ) ( ( ))

9 2
�4

⇒ ′ = × ′ = × ′ =h f g f( ) ( ( )) ( )0 0 0 3 00 )حاصل‌ضرب صفر در مشتق يك تابع مشتق‌پذير، برابر صفر است.(�
***
131 3f x

x

f x x

x

x

( ) lim sin

( ) lim [ ]

0 1 0

0 1 0

0

2

0

−

→

+

→

= =

= + =










−

+

⇒
− −

=
−

=
→

− +

−
lim

( ) ( ) ( ) ( )

h

f h f h

h

f f

0

2 3 0 0
0

0
0

2 پله‌ي يكم:�

00 و مبهم است. بنابراين براي به دست آوردن حاصل حد از قاعده‌ي هوپيتال استفاده مي‌كنيم.  حاصل حد

′ =
−

= =

′ =
+

−
→ →

+
→

− −

+

f

x
x

x
x

x

f
x x

x x

x

( ) lim

sin

lim sin

( ) lim
[

0
1 0 1 0

0

0

2

0

0

11 0 1 1
0

]
lim [ ]

−
= + =

⇒

→ +














x
x

x

lim
( ) ( )

lim
( ) ( )

h h

f h f h

h

f h f h

→ →− −

− −
=

′ + ′ −

0 0

2 3 2 2 3 3
1 = ′ + ′− +2 0 3 0f f( ) ( )

2 0 3 1( ) ( )+ = 3 �
***
141 u′ به‌دست مي‌آيد.4

u
ln از رابطه‌ي u 2 چشم‌انداز: مشتق

y x x= =ln(cos ) ln(cos )
2 2 ⇒ ′ =

−
= − ⇒y

x

x

x

x

x

2

1
2

sin

cos

tan ′ =
−

=y ( )

tanπ
π

π

2

16
4

4

−−
ππ
4 �

***
151 ′ به‌دسـت مي‌آيد. در نقاطي مماس بر منحني موازي محور xها 5 = ′y u e

u y از رابطه‌ي e
u= 3 چشـم‌انداز: مشـتق تابع
است كه مشتق تابع برابر صفر شود.

y e y x e
x x x x= ⇒ ′ = −− −3 32 2 23 2( ) ==⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±

′=y
x x x

0
2 23 2 0 2

3
2
3 �

بنابراين در 2 نقطه، مماس بر منحني موازي محور xها است.
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Ò پاسخ آزمون62: مشتق ـ تابع مشتق ـ مشتق تابع مركب

***
11 x پيوسـتگي چـپ ندارد . = f در نقطه‌ي0 x( ) lim اسـت. تابـع  ( ) ( )

x

f x f

→ +
= =

0
0 lim و1 ( )

x

f x

→ −
=

0
0 4 پلـه‌ي يكـم:

بنابراين مشتق چپ هم نخواهد داشت.

 ′ = ′ =+∞+
→ +

f f x

x

( ) lim ( )0
0

′ و  =f x

x

( )
1

2
x پيوستگي راست دارد پس ضابطه‌ي مشتق راست تابع به‌ صورت = پله‌ي دوم: تابع در0

است.
، مشتق راست و چپ ندارد. x = f در0 x( ) بنابراين تابع

***
22 .x y f f f f

f

= = ⇒ = ====⇒ =
≠

0 0 0 0 0 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( )

f را به‌دست مي‌آوريم.� ( )0 4 پله‌ي يكم: ابتدا مقدار
پله‌ي دوم:�

′ =
+ −

=
−

→ →
f

f h f

h

f f h f

hh h

( ) lim
( ) ( )

lim
( ) ( ) ( )3 3 3 3 3

0 0
=

−
=

−
= ′ =

→ →
f

f h

h
f

f h f

h
f f

h h

( ) lim
( )

( ) lim
( ) ( )

( ) ( )3 1 3 0 3 0
0 0

2 3f ( ) �

***
33 . y x x x x= − = −3 23 233 3( ) x مشتق ندارد. بنابراين تابع a= n باشد در k< +2 y اگر1 x a

nk
= −

+
( )

2 1 4 تابع
 در مي‌آيد. −{ , }0 3 D به صورت

f ′ x مشتق ندارد. بنابراين = 3 x و = در نقاط0
***

44 x هم مشـتق‌پذير باشد. بنابراين تابع . =  مشـتق‌پذير باشـد، بايد در نقطه‌ي 0 f در x( ) 3 چشـم‌انداز: براي اين‌كه تابع
x هم بايد پيوسته باشد و هم مشتق راست و چپ آن برابر باشد. = در0

x بررسي مي‌كنيم.� = پله‌ي يكم: پيوستگي تابع را در نقطه‌ي0

lim ( ) lim , lim ( ) lim

x x x x

f x
a

x
a f x

b x

x
b

→ → → →+ + − −
=

+
= = +

−
=

0 0 0 01 1 f و  b( )0 = �

lim ( ) lim ( ) ( )

x x

f x f x f a b

→ →+ −
= = ⇒ =

0 0
0 �

f x

a

x
x

b x

x
x

f x

a

x

x

b

x

x

( ) ( )
( )

( )

= +
>

+
−

<









⇒ ′ =

−
+

>

+
−

<



1 0

1 0

1
0

1
1

0

2

2







پله‌ي دوم:�

′ = ′ ⇒ −
+

= +
−

⇒ − = + ==⇒− = + ⇒ − = ⇒+ −

=
f f

a b
a b a a a

a b

( ) ( )

( ) ( )

0 0
1 0

1
1 0

1 1 2 12 2
a =  12 �

***
55 3 چشم‌انداز: از طرفين، ln مي‌گيريم و مشتق را محاسبه مي‌كنيم..

ln ln ln ln lnf x x x
f

f
x

x
x x f

x= = ⇒ ′ = + × = + ⇒ ′ =1 1 x xx ( ln )1 �
***

66 x برابر صفر مي‌شـود بنابراين تابع. = ±π sin در نقاط x x مشـتق ندارد، ولـي تابع = ±π | فقـط در |x
2 2− π 1 تابـع

 A مي‌شود و مجموعه‌ي D
f ′ =  x داراي ريشه‌ي مكرر است و مشتق‌پذير مي‌شود. بنابراين = ±π | در نقاط  | sinx x

2 2− π

صفر عضو دارد.
***

77 . x ax b
2 − + x ريشـه‌ي مضاعف عبارت = 3 x مشـتق‌پذير باشـد، بايد = 3 f در x( ) 3 روش اول: بـراي اين‌كـه تابع

y باشد. x x= −( ) [ ]3 2 باشد. بنابراين تابع بايد به‌صورت 
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x ax b x x ax b x x
2 2 2 23 6 9− + = − ⇒ − + = − +( ) ⇒ = = ⇒ − = − =a b b a6 9 9 6, 3 �

روش دوم: اگر نخواهيم از روش بالا استفاده كنيم! به‌صورت زير عمل مي‌كنيم.
x f x x ax b x f x x ax b→ = − + → = − ++ −3 3 3 22 2

: ( ) ( ) , : ( ) ( ) �
3 9 3 2 9 3 3 9( ) ( )− + = − + ⇒ − = −a b a b b a lim باشد. � ( ) lim ( ) ( )

x x

f x f x f

→ →− +
= =

3 3
3 شرط پيوستگي اين است كه

شرط مشتق‌پذيري هم در اين نقطه بايد برقرار باشد. 
x f x x a

x f x x a

a a
→ ′ = −

→ ′ = −






⇒ − = −

+

−

3 3 2

3 2 2
3 6 2 6

: ( ) ( )

: ( ) ( )

( ) ( ) ⇒ = ======⇒ = ⇒ − =
− =−

a b b a
b a

6 9
3 9

3 �

***
88 .f x g x f x( ) ( ( ))3 2 2− = + ⇒ ′ − = + ′ ′ +3 3 2 1 2 2 2f x f x g x f x( ) ( ( )) ( ( )) 2 پله‌ي يكم: �

پله‌ي دوم: در رابطه‌ي به‌دست‌آمده x را برابر 2 قرار مي‌دهيم:�

3 4 1 2 4 2 4 3 4
4 5 3

′ = + ′ ′ + ========⇒ ′
= ′ =

f f g f f

f g

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( )

= + ′ × ⇒ ′ = + ′ ⇒ ′ =− ⇒( ( )) ( ) ( ) ( )1 2 4 3 3 4 3 6 4 3 4 3f f f f �
′ = −f ( )4 1 �

***
99 . [ ( )]g x ( بنابراين ′ = − ⇒ ′ >g x x g( ) ( )2 3 2 x تابعي صعودي است. )چون0 = g در اطراف2 x x x( ) = − +2 3 1 تابع1

lim [ ( )] [ ( )]

x

g x g

→ +
= = −

2
2 1⇒ = − ⇒ ′ = − ⇒ ′ =+f x x f x x f( ) ( ) ( )

2 2 2 −4 x پيوستگي راست دارد و� = در نقطه‌ي2

***
101 x پيوسته است. 0 = f در0 x( ) f است پس تابع ( )0 0= lim و ( )

x

f x
→

= ×
0

0 = كردان‌دار 0 4 پله‌ي يكم: 

′ =
−
−

= =
→ →

−

→
−

f
f x f

x

x
x

x xx x x

( ) lim
( ) ( )

lim

tan ( )

lim tan ( )0 0
0

1
1

0 0

1

0
1 ⇒

′ = +∞ =

′
− = −∞ = −







+
−

−

f

f

( ) tan ( )

( ) tan ( )

0 2
0 2

1

1

π

π پله‌ي دوم:�

′ − ′ = − − =+ −f f( ) ( ) ( )0 0 2 2
π π  پله‌ي سوم: �

***
111 x داراي عامل 1 h در1= x x

x

x
( ) ( )sin= −

+
−1 1
1 x برابـر 1 و تابـع g در1= x x( ) = 3 پلـه‌ي يكـم: مشـتق تابـع

′ = × = =− −
h ( ) sin sin1 1 1

2
2
2 4

1 1 π ⇒ ′ = ′ + ′ = +f g h( ) ( ) ( )1 1 1 1 4
π صفر‌كننده است پس�

′ − = + − + =f f( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 4 1 0π 
4 پله‌ي دوم:�

***
121 2 پله‌ي يكم: �2

′ =
− −

−
f x

a x x x a x

x

( )
cos ( cos ) sin ( sin )

( cos )

1
1 2 =

− +

−

a x a x x

x

cos (cos sin )

( cos )

2 2

21
=

−

−
=

−
a x

x

a

x

(cos )

( cos ) cos

1
1 12 �

′ = ⇒
−

=
−

= − = ⇒f
a a

a( )

cos

π
π2 1

2 1 0 1 1 a == −−1 پله‌ي دوم: �

f را ساده كنيم و سپس مشتق بگيريم. x( ) )مي‌توانستيم ابتدا ضابطه‌ي

f x
a x

x

a
x x

x
a

x
( )

sin

cos

( sin cos )

sin

cot=
−

= =1
2 2 2
2 2

22
⇒ ′ = − + = ′ = −f x

a x
f a( ) ( cot ) ( )2 1 2

2 2
π �

پاسخ نهايي طبيعتاً فرقي نمي‌كند!(
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***
131 x پيوسته است.3 = f در0 x( ) 1 پله‌ي يكم: تابع

′ =
−
−

=
→ →

f
f x f

x

f x

xx x

( ) lim
( ) ( )

lim
( )0 0

00 0
x بررسي مي‌كنيم.� = f را در نقطه‌ي0 x( ) پله‌ي دوم: مشتق‌پذيري تابع

x Q f
x

x
x

x Q f
x

x x

x

∈ ′ = = =

∉ ′ = =
→ →

→

: ( ) lim lim

: ( ) lim

0 0

0 0
0

3

0
2

0

 ¢±õ¶  oÿÅ

ÁÁke oÿÅ

=








⇒

0
x مشتق‌پذير است.  = f در0 x( ) تابع �

***
141 3 پله‌ي يكم: حاصل حد داده شده را با هوپيتال تعيين مي‌كنيم.4

lim
( )( )

lim ( ) ( ) ( ) ( )
h

H

h

fog h

h
fog h fog

→ →

+ −
=== ′ + = ′

0 0
1 12 1 1 = ′ ′g f g( ) ( ( ))1 1 �

′ = + ⇒ ′ =
′ = + ⇒ ′ = ′ = }⇒g x x g

f x x f g f

( ) ( )

( ) ( ( )) ( )

2 1 1 3
3 2 1 2 142 ′ ′ = × =g f g( ) ( ( ))1 1 3 14 42 پله‌ي دوم: �

***
151 u′ است.5

u
ln برابر | |u ln و u 4 چشم‌انداز: مشتق تابع

y x y
x

x
x= ⇒ ′ = =ln | sin |

cos

sin
cot گزينه‌ي 1: �

y x y
x

x
x= ⇒ ′ = − = −ln | cos |

sin

cos
tan گزينه‌ي 2:�

y
x

x y x= = − ⇒ ′ = −ln
sin

ln | sin | cot
1 گزينه‌ي 3:�

y
x

x y x= = − ⇒ ′ =ln
cos

ln | cos | tan
1 گزينه‌ي 4:�

پس گزينه‌ي 4 درست است.

Ò پاسخ آزمون63: مشتق تابع معكوس ـ مشتق تابع ضمني ـ مشتق مراتب بالاتر

***
11 cot)) است.. ) ) (cot )

− − −′ = − ′

+
1

2
1 1

1
u

nu

u

u
n n y و  u y

u

u

= ⇒ ′ = − ′

+
−

cot
1

21
2 چشم‌انداز: 

y x y

x

x= ⇒ ′ = −
+

− −
(cot ) cot

1 2
2

12
1

⇒ ′ = −
+

=−
y ( ) (cot )( )1 2 1 2

1 1
1 −− ππ4 �

***
22 ′ به‌دست مي‌آوريم.. = −

′
′y
f

fx

x

y

1 چشم‌انداز: مشتق تابع ضمني را با استفاده از رابطه‌ي

x x x x x3 31 2 1 1+ − + = ⇒ = ⇒ = پله‌ي يكم: در نقطه‌اي به عرض 1، طول نقطه را محاسبه مي‌كنيم:�

′ = −
− +

−
=

− −

−
⇒y

x y

y xy

y x

y xy

3 1
2 3

3 1
2 3

2 3

2

3 2

2
′ = − −

−
= −
−

=y 1 3 1
2 3

3
1 3 ) برابر است با:� , )11 y′ در نقطه‌ي پله‌ي دوم: مقدار

***
33 y بهتر است كه تابع را به‌صورت يك تابع تواني بنويسيم.. x= 23 1 چشم‌انداز: براي محاسبه‌ي مشتق مرتبه‌ي سوم تابع

y x y x= ⇒ ′=
−2

3
1
32

3 ⇒ ′′= − ⇒ ′′′ = − −− −
y x y x

2
3

1
3

2
3

1
3

4
3

4
3

7
3( ) ( )( ) پله‌ي يكم:�

)y هم نمايش مي‌دهند.( )3 y′′′ كه مشتق مرتبه‌ي سوم تابع است را با (



   —


فصل131ـ1مشتق1 284

y
( )

( )
( )( )1

3 2
3

1
3

4
3 1= − − × = 8

27 پله‌ي دوم: �
***

44 dx و.
dt

dy را تعيين كنيم. براي اين‌كار ابتدا حاصل
dx

1 چشم‌انداز: براي به‌دست آوردن شيب خط مماس بر منحني بايد 

dy را به‌دست مي‌آوريم.
dx

dy را با توجه به ضابطه‌ي منحني پارامتري تعيين مي‌كنيم سپس حاصل
dt

x t
dx

dt
t t

y t
dy

dt
t t

= ⇒ = − +

= ⇒ = =

cot ( cot ) cot

sin sin cos sin

2 2

2

2 1

3 6 3 3 3 66t






⇒ = =

− +

dy

dx

dy

dt

dx

dt

t

t t

3 6
2 1 2

sin

( cot ) cot

پله‌ي يكم: �

t = ⇒π
4

dy

dx
=
− +

=
−

− + ×
=

3 3
2

2 1 4 4

3 1
2 1 1 12

sin

( cot ) cot

( )

( )

π

π π
3
4 پله‌ي دوم: �

***
55 f′′ وجود . a( ) 00 است، از قاعده‌ي هوپيتال براي يافتن حاصل حد استفاده مي‌كنيم. )چون 4 چشم‌انداز: چون حاصل حد

00 مي‌شود.( f′ نيز موجود است و حد a( ) دارد

lim
( ) ( )

lim ( ) ( )
h h

f a h f a h

h
f a h f a h

→ →

′ + − ′ +
= ′′ + − ′′ +

0 0
4 4 = ′′ − ′′ =f a f a( ) ( )4 − ′′3f a( ) �

***
66 ) است.. ) ( )

( )
f b

f a

− ′ = ′
1 1 A روي تابع معكوس‌پذير f باشد  a b( , 4 چشم‌انداز: اگر نقطه‌ي(

b است. ابتدا a را محاسبه مي‌كنيم: = 5 ) خواسته شده است، پس ) ( )f
− ′1 5 پله‌ي يكم: چون

x x x x3 32 7 5 2 12 0+ − = ⇒ + − = ⇒ = =x a 2 �

f x x x f x x f( ) ( ) ( )= + − ⇒ ′ = + ⇒ ′ =3 22 7 3 2 2 14 ⇒ ′ = ′ =−
( ) ( )

( )
f

f

1 5 1
2

1
14 پله‌ي دوم:�

***
77 tan) به‌دست مي‌آوريم.. )

− ′= ′

+
1

21
u

u

u

3 چشم‌انداز: مشتق تابع را با استفاده از رابطه‌ي 

y x y
x

x

x

x

= ⇒ ′ =
′

+
=
− +

+
=−

tan (cot )
(cot )

(cot )

( cot )

cot

1
2

2

23 3
1 3

3 1 3
1 3

3 �

***
88 .′ = −y a x b xcos sin ⇒ ′′ = − − = − + = − ⇒y a x b x a x b x ysin cos ( sin cos ) y y+ ′′ = 0 � 3
***

99 x مشتق‌پذير از مرتبه‌ي دوم است، پس تابع در اين نقطه پيوسته بوده و . = f در نقطه‌ي1− x( ) 3 چشم‌انداز: چون تابع
مشتق اول و دوم دارد.

lim ( ) lim

lim ( ) lim

( ) ( )

( ) ( )

x x

x x

f x x

f x ax

→ − → −

→ − → −

− −

+ +

= =

= +
1 1

4

1 1

2

1

bbx c a b c

f x f x f

a b

x x

+ = − +

= =














⇒ −

→ − → −+ −
lim ( ) lim ( ) ( )

( ) ( )1 1
1

++ =c 1 پله‌ي يكم: �

�

′ =
+ ≥ −

< −






⇒f x

ax b x

x x

( )

2 1

4 13
′ − = ′ − ⇒ − = − + ⇒ − =− +f f a b a b( ) ( )1 1 4 2 2 4 پله‌ي دوم: �

′′ =
≥ −

< −






f x

a x

x x

( )

2 1

12 12
پله‌ي سوم: �



   —


285 1پاسخ1نامه

x مشتق اول و دوم دارد.( = x نوشتيم زيرا تابع در 1− ≥ −1، ′′f x( ) f′ و x( )توجه كنيد كه در ضابطه‌هاي(

′′ − = ′′ − ⇒ = ⇒ = ====⇒ − = ⇒ = ======⇒− +

− = −
f f a a b b

a b a b

( ) ( )1 1 12 2 6 12 4 8
2 4 ++ =c 1

c  3 �
***

101 0f x y
y

x
x y

f

f

y

x

y

x

x

y

x

x

x

y

( , ) tan

( tan )

( tan )

= − = ⇒ ′ = −
′
′ = −

− + −

+
0

1 1

1 1

2
2

2
==⇒ ′ = −

− + −

+
=

=

=

y

x

y

π

π

4

1 4 1 1 1
1 1
( ) π

4
1
2+ �4

***
111 1y x y

x
x= ⇒ ′ = = −

ln
1 1⇒ ′′ = − ⇒ = −−

y x y x
2 3 2 3( ) x =1-6 � 2

***
121 1 روش اول:�2

f x x x x( ) sin cos= + ⇒ ′ = + −f x x x x x( ) sin cos sin ⇒ ′ = ⇒ ′′ = −f x x x f x x x x( ) cos ( ) cos sin �
⇒ = − − − = − −f x x x x x x x x

( )
( ) sin sin cos sin cos

3 2 ⇒ = − − + = −f x x x x x x x x
( )
( ) cos cos sin sin cos

4 2 3 �
⇒ = + + = + ⇒f x x x x x x x x

( )
( ) sin cos sin cos sin

5 3 4 f
( )
( ) cos sin

5 0 0 0 4 0= × + = 0 �
f زوج باشــد مشتق مرتبه‌ي فرد، تابعي فرد و مشتق مرتبه‌ي زوج، تابعي زوج است. بنابراين مشتق پنجم  x( ) روش دوم:اگر تابع

f است. ( ) ( )5 0 y است( بنابراين0= = 0 x باشد، = آن تابعي فرد است. )مي‌دانيم در توابع فرد اگر0
***
131 ، برابر!4 و مشتق 3 x4 11 و 6، برابر صفر و مشـتق چهارم 2x f اسـت كه مشـتق چهارم x x x x( ) = + + +6 6 4 11 2 6  2

f
( )
( ) !

4 0 6 4 6 24= × = × = 144 x برابر صفر است. پس:� = x6 در0 چهارم
***
141 1 چشم‌انداز: شيب خط مماس بر منحني در هر نقطه‌ برابر مقدار مشتق تابع در آن نقطه است. 4

′ = +
−

⇒f x

x

( ) 1 1
1 2

mمماس f= ′ = + =( )0 1 1 2 �

***
151 5x y y

f

f

x

y

x

y

x

y

3 3 2

21 0 3 2

3 2− − = ⇒ ′ = −
′
′ = − −

= 3 پله‌ي يكم: �

′ فقط براي محاسبه‌ي مشتق اول تابع  = −
′
′y
f

fx

x

y

پله‌ي دوم: مشتق دوم y نسبت به x را تعيين مي‌كنيم. توجه كنيد كه؛ رابطه‌ي

ضمني قابل استفاده است و براي مشتقات مراتب بالاتر بايد x را متغير مستقل و y را متغير وابسته بگيريم.�

′ = ⇒ ′′ =
− ′

=====

−′=

y
x

y

y
xy yy x

y

xy y
x

y

x

y

y
x

y2

2

2 2

4

2 2

2
2

4
2 2

2 2
2
2 ( )

=

−

= − ======⇒ ′′ =
− =

2 2
2

3 4

4

3 3

5

13 3xy x

y

y

x y x

y

y

x y
( )  25

x
y

�

Ò پاسخ آزمون64: مشتق تابع معكوس ـ مشتق تابع ضمني ـ مشتق مراتب بالاتر

***
11 .y u y

nu

u

u
n n= ⇒ ′= ′

−

− − −
(sin ) (sin )

1
2

1 1

1
4 چشم انداز: �

f x x( ) (sin )= −1 2 2 ⇒ ′ =
−

−
f x x

x

x( ) ( ) (sin )2 2 1
1 4

1 2 ⇒ ′ = × ×
−

= × × =−
f ( ) sin ( )

2
2 2 2 1

1 1
4

1
2 2 2 1

3
2

6
1 π 4

3 6

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***
22 ) خواسـته شـده اسـت، پس مقدار تابع را برابر 3 قرار مي‌دهيم و x متناظر با آن‌ را تعيين . ) ( )f

− ′1 3 2 پله‌ي يكم: چون
f x x x x( ) = + = ⇒ =2 3 1 مي‌كنيم:�

′ = + = + ⇒ ′ =f x

x x

f( ) ( )1 2
2

1 1 1 2 ⇒ ′ = ′ =−
( ) ( )

( )
f

f

1 3 1
1

1
2 پله‌ي دوم: �

***
33 .y x x y x x= = ⇒ ′ =

−
sin (sin ) (cos )(sin )

3
1
3

2
31

3 2 پله‌ي يكم: �

)اين جور مواقع اگر تابع را به‌صورت تواني بنويسيد، سپس مشتق آن‌را حساب كنيد كار ساده‌تري خواهيد داشت!(

cos اســت مي‌توان براي مشتق دوم، مشتق اين عامل يعني  x x داراي عامل‌صفركننده‌ي = π
2 پله‌ي دوم: وقتي مشــتق اول در

′′ = − =
−

y ( ) ( sin )(sin )
π π π
2

1
3 2 2

3
2 − 13 را در بقيه‌ي تابع ضرب كرد.� − sin x

***
44 00 و مبهم است، براي يافتن حاصل آن از قاعده‌ي هوپيتال استفاده مي‌كنيم.. 1 چشم انداز: چون حاصل حد

lim
( ) ( )

lim ( ( ) ( )) ( )
h h

f h f h

h
f h f h f

→ →

′ + − ′ −
= ′′ + + ′′ − = ′′

0 0
1 1 1 1 2 1 پله‌ي يكم:�

f x
x

f x
x

x

x

x

x

x

( ) tan ( )= ⇒ ′ =
−

+
=
−

+
= −

+
−1 2

2

2
2

2

2
1

1

1 1

1

1
1
1
⇒ ′′ =

+
f x

x

x

( )

( )

2
12 2 پله‌ي دوم:�

حاصل حد = ′′ = × ×
+

=2 1 2 2 1
1 1 2

f ( )

( )

1 پله‌ي سوم:�

***
55 sin داريم: �. sin (cos( ) cos( ))a b a b a b= − − +1

2 2 پله‌ي يكم: با استفاده از رابطه‌ي 

f x x x f x( ) sin sin ( )= ⇒2 = − + ⇒1
2 3 1

2cos cosx x ′ = − ⇒ ′′ = −f x x x f x x x( ) sin sin ( ) cos cos
3
2 3 1

2
9
2 3 1

2 �

′′ + = − − + =f x f x x x x x( ) ( ) cos cos cos cos
9
2 3 1

2
1
2 3 1

2 4 3cos x پله‌ي دوم: �
***

66 .2
f x g x f x x x g x( ) (cos ) ( ) ( cos sin ) (cos )= ⇒ ′ = − × × ′2 22 2 2 2 2 2 = −( sin )2 4x ′g x(cos )

2 2 �

⇒ ′′ = − ′ + − ′′f x x g x x g x( ) ( cos ) (cos ) ( sin ) (cos )8 4 2 2 4 22 2 2 ′′ = − ′ =f g( ) ( cos ) ( )
π π2 8 2 1 8 �

***
77 . x = 12 ) است. بنابراين براي به‌دست‌آوردن مقدار مشتق دوم تابع در نقطه‌ي  )2 1 2x − f داراي عامل x( ) 3 چشم‌انداز: 

 x = 12 ) را حساب كرده و با ضرب آن در بقيه‌ي تابع به ازاي )2 1 2x − كه ريشه‌ي اين عبارت است، كافي است مشتق دوم عبارت 

x به‌دست مي‌آوريم.� = 12 مقدار مشتق دوم تابع را در

(( ) ) ( ( ))2 1 4 2 1 82
x x− ′′ = − ′ = ⇒ ′′ =

−

+
=f ( )

( )1
2

8 3 1

2 1
4

3
4

8 �



   —


287 1پاسخ1نامه

***
88 .

lim ( ) ( )

lim ( )

lim ( ) li

x

x

x

f x f

f x c

f x

→

→

→

+

−

+

= = + = × =

= + +

=

0

0

0

0 4 0 1 4 1 4

0 0

mm ( ) ( )

x

f x f

c

→ −
=













⇒ =

0
0

4

2 پله‌ي يكم: �

′ = +
= + ≥

− + <









−

f x x

x x

ax b x

( )
( )

2
1

2 1 0

2 0

1
2

⇒ ′ = ′ ⇒ = + ⇒ =+ −f f b b( ) ( )0 0 2 0 2 پله‌ي دوم: �

�

′′ =
− + = −

−
≥

− <









−

f x
x

x

x

a x

( )
( )

( )

1 1
1

0

2 0

3
2

3 ⇒ ′′ = ′′ ⇒ − = − ⇒ =+ −f f a a( ) ( )0 0 2 1 2 1 پله‌ي سوم: �

2 1 2 4a b c+ + = + + = 7 در نتيجه�
***

99 f مشـتق‌پذير باشـد در نقاطي كه مقدار مشـتق تابع، برابر صفر مي‌شود تابع معكوس در نقاط . x( ) 2 چشـم‌انداز: اگر تابع
متناظر آن‌ها مشتق‌ناپذير است.�

y x x y x x x k= + ⇒ ′ = + = ⇒ = − ⇒ = +sin cos cos1 0 1 2 π π �
 f ( )− = −π π f و ( )π π= π هستند. بنابراين تابع معكوس تابع y در 2 نقطه‌ي π− و ، ( , )−2 2π π جواب‌هاي اين معادله در بازه‌ي

مشتق‌نا‌پذير است.
***

101 0f x ka
n

ax
n n( )
( ) cos( )= +π2 f برابر است با:	 x k ax( ) cos= 3 چشم‌انداز: مشتق مرتبه‌ي n ام تابع

، مي‌توانيم هم‌نهشت آن را به پيمانه‌ي 4 قرار دهيم. cos( )
n

ax
π
2 + كه به‌جاي n در

y x x
( )

cos( ) cos( )
19

19
19 19 31

2
2 19

2 2 3
2 2

4

= × × + ==== +
≡π π = ====⇒

=

sin2
3

x

x
π

sin ( ) sin2 3
2
3

π π= = 3
2 �

***
111 a و مشتقات مرتبه‌ي1 n( !) ، مشتق مرتبه‌ي n ام آن a n x( !) y برابر ax

n= (امُ تابع n 4 چشـم‌انداز: مشـتق مرتبه‌ي )1−
n و ... آن برابر صفر است. n و2+ +1

y x x x x x= + = + + = + +( ) ( ) ( )
2 7 2 7 2 6 14 121 7 7  پله‌ي يكم:  �

7 برابر  12x +ندارد. پس مشــتق سيزدهم جملات x13 تابع به‌صورت يك چند جمله‌اي درجه‌ي چهاردهم اســت كه جمله‌ي 
x!14 است. x14 برابر صفر و مشتق سيزدهم

f
( )
( ) !

13 1 14 1= × = 14! x برابر است با:� پله‌ي دوم: مقدار مشتق مرتبه‌ي سيزدهم تابع به ازاي1=
***
121 dx را تعيين 2

dt
dy و
dt

dy ابتدا
dx

dy است. براي به‌دست‌آوردن
dx

y′ همان مشتق y نسبت به x يا
x

4 روش اول: چشم‌انداز:

مي‌كنيم.

x a t
dx

dt
a t

y b t
dy

dt
b t

y
dy

dx

dy

dt

dxx

= ⇒ =

= ⇒ =−









⇒ ′ = =
sin cos

cos sin
ddt

b t

a t
= − sin

cos
پله‌ي يكم:�
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′ =
−

=y

b
x

a

a
y

b

x

b x
a y

2

2 y′ را به‌دست مي‌آوريم:�
x
، حاصل cos t y

b
= sin و t x

a
= پله‌ي دوم: با قراردادن

y′ را به‌دست مي‌آوريم.
x
، حاصل cos t y

b
= sin و t x

a
= روش دوم: با در نظر گرفتن

sin

cos

sin cost
x

a

t
y

b

x

a

y

b

b x

t t=

=






==========⇒ + = ⇒

+ =2 2 1 2

2

2

2
21 22 2 2 2 2 0+ − =a y a b ⇒ ′ = − =y

b x

a y
x

2
2

2

2
 b x
a y

2

2 �

***

131 3y
x

x
=

−
sin

cos1 = = =
2 2 2
2 2

2

2
22

sin cos

sin

cos

sin

cot

x x

x

x

x

x 3 پله‌ي يكم: ابتدا ضابطه‌ي تابع را ساده مي‌كنيم.�

′ = − +y
x1

2 1 2
2

( cot ) ⇒ ′′ = − − + = +y
x x x x

( )( ) cot ( cot ) cot ( cot )
1
2

1
2 2 2 1 2

1
2 2 1 2

2 2 پله‌ي دوم: �

⇒ ′′ = + = × =y ( ) cot ( cot )
π π π
2

1
2 4 1 4

1
2 22 1 �
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141 1 چشم‌انداز: ابتدا ضابطه‌ي تابع y برحسب x را تعيين مي‌كنيم. 4

x y y x y x x+ = ⇒ = − ⇒ = + −1 1 1 2 ⇒ ′ = − = − ⇒ ′′ = + =
− −

y

x

x y x1 1 1 0 1
2

1
2

3
2 1

2x x
�

***
151 1 پله‌ي يكم: 5

y e y x e
x x x x= ⇒ ′ = −− −4 2 4 22 2

4 4( ) ⇒ ′′ = − + − = − + −− − −
y e x e e x

x x x x x x4 4 4 4 4 44 2 2 4 2 4 2 22 2 2
( ) ( ( ) ) �

′′ = ⇒ − = ⇒ − = ± ⇒y x x0 4 4 4 4 4 22
( ) x  12

3
2, e پس:� x x4 2 2

0− ≠ پله‌ي دوم: همواره

Ò پاسخ آزمون65: مشتق تابع معكوس ـ مشتق تابع ضمني ـ مشتق مراتب بالاتر

***
11 .′ = −f x a ax a ax( ) cos sin ⇒ ′′ = − −f x a ax a ax( ) sin cos

2 2 3 پله‌ي يكم:�
′′ + = ⇒ − − + + = ⇒f x f x a ax a ax ax ax( ) ( ) sin cos sin cos4 0 4 4 02 2 پله‌ي دوم:�
( )sin ( ) cos4 4 0 4 02 2 2− + − = ⇒ − =a ax a ax a ⇒ = ⇒a2 4 a == ±±2 �

***
22 f برقرار است را به‌دست مي‌آوريم:. x( ) = f با عدد صفر، x اي كه در آن رابطه‌ي0 x( ) 1 پله‌ي يكم: با مساوي قراردادن

f x x x( ) (sin ) sin= ⇒ + = ⇒− −0 01 3 1
(sin ) (sin ) sin

− − −+( ) = ⇒ = ⇒ =1 1 2 11 0 0 0x x x x �

� . ( ( ) )f 0 0= 1 را حساب كنيم
0′f ( ) ) مي‌توانيم مقدار ) ( )f

− ′1 0 پله‌ي دوم: براي به‌دست‌آوردن مقدار

′ =
−

+
−

⇒ ′ = + =−
f x

x

x

x

f( ) (sin ) ( ) ( )
3

1
1

1
0 3 0 1 1

2
1 2

2
2 ⇒ ′ = ′ =−

( ) ( )
( )

f
f

1 0 1
0 1 �

***
33 2 روش اول: .

y
x

x
= − ⇒−
tan

1 21 ′ =

−

−
× − −

+ −
=

− − +

−

+ −
=

−
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x

x

x x

x

x

x
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x

x
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x
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2
2 1
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1
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1
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